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現在 、我 々の宇宙のエ ネルギー密度は、その大部分 を暗黒物質が 占めてい ると考 えられている
[1]。暗黒物質は、その名の通 り暗 く、電磁場を放出 した り吸収 した りしない。このため光に よ り
観測す る事は出来ない。しかしなが らこの暗黒物質は、重力的に我 々宇宙の銀河スケール以 上の
大規模構造形成や銀河の運動に大 きな影響を及ぼす。
暗黒物質の存在 を支持する様 々な観測事実がある。代表 的な観測の例 として2つ 挙げ る。1つ
は渦巻銀河の回転速度の観測であ り、もう1つ は銀河団の観測であ る。
1つ 目の例は、水素原子の21cm放 射 を利用 し、渦巻銀河の中心か らの距離がr離 れたガスの
回転速度を観測するものである[2][3][4]。多 くの渦巻銀河の観測では、回転速度が銀河中心(r=0)
の近 くで立 ち上が った後、観測できる限 りの距離 まで一定値 となっている。ニュー トン力学 によ
ると、距離 γにあるガスの回転速度はその内側にある物質の 質量で決 まる。この観測事実は、γの
大きい所で銀河の質量密度がr-2で 遠距離 まで続いてお り、r内 の質量がrに 比例 して大 きくなる
事 を意味 してい る。もし質量が分布 している領域に限界があれば、それ よ りも外では 、回転速度
はズ1/2で 減速するはずである。多 くの渦巻銀河の観測では、光 っている銀河円盤を越えてなお回
転速度 を一定に保ち続けている。つま り渦巻銀河の周 りには、確かに暗黒ハ ローが存在 している
事になる。
具体的な観測の例 としては渦巻銀河NGC6053[2]やNGC3189[3]の 観測が挙げ られ る。これ らの
渦巻銀河の観測では、観測 された回転速度 と、銀河円盤 とガスか ら推測 され る回転速度の不一致が
見て とれる。渦巻銀河の回転速度の観測か ら銀河1つ 辺 りの平均質量を評価 し、それに銀河の数密
度を掛ける事で、我 々宇宙の物質のエネルギー密度 ρoを評価す る事が出来る。例えばNGC3189[3]
の観測からは Ωo>0.17と 言 う値が得 られる。Ωoは 、物質のエ ネルギ ー密 度 と宇宙の臨界密 度
ρ,の比であ り、ρ,ry1.054×IO-5h3GeVcm-3で あ る。hoは ハ ッブ ル定数の観測の不定性 で
0.6<ho〈0.8で あ る。Ωoに 対す る上限は、回転速度が観測で きる限 り一一定値になってお り、渦
巻銀河1つ 当た りの質量の上限が つかないなめ 、この観測か らは得 られない。
暗黒物質の存在を支持する他の観測例 として、銀河団観測について述べる[5亅「6][7]。この観測によ
り銀河団全体の質量を見積 もる事が 出来る。また銀河団の中に含まれる星やガスなどの光っている
物質の質量についても観測する事がで きる。このため星 とガスの質量を銀河団全体の質量 と比較す
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る事で、暗黒物質の存在について議論す る事が 出来る。銀河団全体の質量を見積 もる方法は、銀河
団がビ リアル平衡にあ る事を仮定 して行なわれ る。ビリアル平衡である事からGM=2〈v2>/〈 ズ1>
と言 う式が成 り立つ。Gは 重力定数でMは 銀河団の質量であ る。観測により銀河団に含まれ る物
質の平均速度 〈v2>、及び銀河の平均距離の逆数 〈r-1>を求める事により、銀河団の質量Mを 見積
もる事が出来 る。平気速度は直接 、銀河団内に含 まれてい る銀河の運動 を観測する事に より得ら
れ る。またROSATのX線 観測のデータを利用し、ガスの運動を調べ る事で銀河団の 質量を見積
もる事 も出来る。[5][6]。X線 の温度から、銀河団内が等温平衡にある事を仮定 し・ガ スの運動を
精度良 く求め る。また銀河団の質量を、ビ リアル平衡であ る事 を仮定せず、直接観測する方法と
して、重力レンズ効果を用いる方法 もある[7]。 多 くの銀河団の観測では、これ らの方法を用いて
見積 もった銀河団の質量は、その中に含 まれ る星やガスの総質量 よ りも大きい ものになる。つま
り銀河団の観測 もまた暗黒物質の存在 を支持する。
具体的な観測の例 としてComa銀 河団の観測 を挙げる。 この銀河団は約千個 の銀河か ら形成 さ
れている。この銀河団の観測か ら得 られ る結果は、星の質量がM,ta,=(1.0±02)×IO13h-1.M㊦
であ り、ガスの質量が.Mga、=(5。4±1)×IO13h-5/2M㊦ である。これに対 し、銀河団全体の質量は
Mt。t=(5.7-11)×IO14h-IM⑤ となる。.Moは 太陽質量でMo=2.0×1030Kgで あ る。Goma
銀河団の質量はビ リアル平衡を仮定 して見積 もられたものである。銀河団全体の質量は 、銀河団
内に含まれる銀河の運動か ら計算した もの と、ROSATのX線 観測のデ ータを用いて計算した も
のの両方 を考慮 している。 この2つ の方法から得 られる銀河団の質量は、エラーの範囲で一致 し
ている。Coma銀 河 団か ら得 られる典型的な銀河の質量を用いて、我々宇宙の物質密度 Ωoを 見積
もるとΩo=0.2-O.4と なる。
以上暗黒物質の存在 を支持す る観測について紹介 した。上で述べた観測によ り支持 され る暗黒
物質は、これらの観測か ら物質密度 Ωoを 見積 もる方法か らも明 らかな ように、銀河に群がる冷た
い(Cold)暗 黒物質 と呼ばれているものであ る。このような暗黒物質の他に も、ニュー トリノや
まだ発見されていない軽い粒子が、熱い(Hot)暗 黒物質として宇宙のエネルギ ー密度に寄与 して
いる可能性がある。これ らの熱い暗黒物質は 、大 きな運動量を持 っているため、10Mpc程 度の
系には束縛 されず 、局所的に滑 らかな分布 をする(IPCty3.26光 年)。 このため熱い暗黒物質は、
上で紹介したよ うな観測か らは、その存在 を明らかにする事は出来ない。銀河や銀河 団自身のエ
ネルギ ー密度は 、宇宙の平均のエネルギー密度に対 し、銀河で105倍 程度、銀河団で102-104倍
程度高 くなっているためである。このため例 え熱い暗黒物質が宇宙の臨界密度 ρ,程度あった とし
て も、銀河や銀河団の観測か らは調べる事は出来ない。
熱い暗黒物質については、ハ ッブル図(銀 河 までの距離 とその赤方変移(後 退速度)に ついて
の図)や 、共同体積 あた りの銀河の数とその赤方変移のグ ラフか ら、原理的には調べ る事が出来
る。これ らの観測か らは、直接宇宙の平均のエネルギ ー密 度を評価で きるためである。 しか しな
が ら現在では まだ観測の誤差が大 きく、これ らの観測か ら、熱い暗黒物質について明確 な事を言
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う事 は出来ない。
以上の ように暗黒物質の存在、冷たい暗黒物質の存在は、様 々な観測から支持 されている。そし
て現在では 、我 々の宇宙のエ ネルギー密度の大部分が 暗黒物質で占め られている事 、つま り暗黒
物質が存在す る事は確実な事であると考えられ る。そこで次に、暗黒物質が何で構成 されている
か と言 う事が問題 となる。暗黒物 質はバ リオン的な通常 の物質で構成 されてい るのかど うか、あ
るいは冷たい暗黒物質か熱い暗黒物質か と言 う問題であ る。初期宇宙におけ る軽元素合成 、及び
宇宙の大規模構造形成の議論が 、この問題の解答 に対す る手がか りを与えて くれ る。
初期宇宙の軽元素合成のシナリオは 、我 々の宇宙のヘ リウム、重水素、 リチ ウム等の軽元素量
を説明する。 この シナ リオは、観測事実 をとて も良 く説明 し、ビ ッグバ ン宇宙論 において非常に
成功 しているシナ リオの1つ である[32]一[38]。このシナ リオか ら得られ る軽元素量は、バ リオン的
な物質のエネルギ ー密度 と宇宙の臨界密度の比 Ωbに 依存する。例 としてヘ リウム量を考える。ρb
が増大すると重水素や3Hが 早い時期に作 られ る。そのため中性子 と陽子の割合が大 きい時にヘ
リウムの生成が行なわれ 、その結果ヘ リウム量は増大す る。実際はヘ リウムの量はバ リオンのエ
ネルギー密度にそれほど強 く依存 しない。重水素や3Heそ れ にリチウム量の方が強 く依存する。
これ らの軽元素量 を観測と一致させ る事により、バ リオン的な物質のエ ネルギー密度に制限をつ
け る事が 出来 る。それに よると0.01≦ Ωb硲 ≦0,015と なる。この Ωbに 対する制 限と・上で述べ
た暗黒物質の観測か らの Ω0に 対す る制限を比べると、暗黒物質は、少な くともその大部分は非バ
リオン的な物質で構成されていると考えられ る。
次に宇宙の大規模構造形成の理論 について考える。この理論 を考 える事に よ り、暗黒物質が冷
たい(Cold)か 熱い(Hot)か についての手がか りを得 られる。
初めにニュ・一トリノなどの熱い(Hot)暗 黒物質が宇宙のエネルギー密度を支配 している時の、宇
宙の大規模構造形成のシナリオについて考える[81-[12]。 このシナリオでは、最初 に100/m(ev)Mpc
(質 量は1015程 度)と 非常 に大規模な構造が宇宙に現れ る。mは 熱い暗黒物 質を構成 している粒
子の質量であ る。これ以下のスケールの構造はで きない。熱い暗黒物質が動 きまわる事によ り、構
造形成の種である密度揺 らぎを洗い流 して しま うためであ る。その後宇宙では 、この超大規模構
造が衝突する事に より、より小 さなスケールである銀河や銀河団が 、形成 される事になる。しかし
なが ら観測か ら得 られている銀河間の相関関数を、この シナ リオに沿って再現す るためには、こ
の衝突を最近に起 こさなければな らな くなる。赤方変移で言えば2≦1で ある。 この事は最近の
遠方銀河の観測や クェーサー(QSO's)の 観測(z≧3)に 矛盾する。
次 に冷たいバ リオン的でない暗黒物質が、宇宙のエ ネルギ ー密度を支配してい る時の大規模構
造形成のシナ リオについて考える[13]一[17]。 このシナ リオでは、最初に銀河 より少し小 さいサ イ
ズ(sub-galactic)を 持つ構造が現れ る。これ らの構造は宇宙膨張か ら離脱するに従 い、互いに 自
己重力を通 じて、ビリアル平 衡の状態(重 力による束縛状態)に 落ち着いてい く。 さらにバ リオ
ン的な物質は原子の励起 と放射等の散逸過程を通 して冷や され、銀河円盤 を構 成してい く。銀河
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団サ イズの構造は潮汐力を通 じて小 さい構造を合併す る事で作 られてい く。実際この シナ リオに
よる構造形成は、理論 に よるシュ ミレーシ ョンと観測が 良 く一致 し、銀河や銀河団の スケールに
ついて、更に暗黒ハ ローの質量分布について良 く説明 して くれ る。この様 に宇宙の大規模構造形
成の理論か らは、冷たい暗黒物質の方が熱い暗黒物質に比べ観測 を良 く説明する事が出来 る。
以上の初期宇宙における軽元素合成のシナリオと、宇宙の大規模構造形成のシナ リオに対する議
論か ら、暗黒物質を構成する物質として、非バ リオン的で冷たい(重 い)も のが支持 され る。この
ような暗黒物質の有力な候補の一つとして、素粒子論の模型か ら、アクシオンや超対称性 を持つ多
くの理論で予言 され るLSP(LightestSupersymmetricParticles)が 挙げ られる[43]「42][44】[45]。
超対称性理論は、素粒子論の理論的な問題 、例 えば質量スケールの階層性 を自然に保つ事 などか
ら切望 されている ものであ る。この対称性 を持つ理論は、通常 、素粒子実験か らの制限 を満たす
ためにRパ リテ ィー と呼ばれ る離散的な対称性が課せられている。この対称性がLSPを 安定な粒
子にしている。
本論文ではLSPの ような、質量が大 き く(～100GeV程 度)、 通常の粒子 と殆んど相互作用を
しない(よ り正確には弱い相互作用程度)重 い安定な粒子、を暗黒物質とした場合について考え
てい る。相互作用が 小 さく、質量が大 きい これ らの粒子はWIMP(WeaklyInteractingMassive
Particles)と 呼ばれている[39][40][41][42]。
1.2本 論 文 の 目的
暗黒物質としてWIMPを 考えた時に大事になるのが、現在の宇宙にどの程度の量が存在 してい
るのか と言 う事であ る。そのためには、WIMPが 初期宇宙においてどのように作 られ 、あ るいは
消滅 して現在の宇宙 に至ったか を知る必要があ る。
初期宇宙か ら現在 の宇宙に至 る間に、WIMPは 定性的 には以 下の ように振舞 った と考え られ
る。宇宙初期の非常に温度の高い時代 、具体的にはWIMPの 質量Mよ りも温度の高い時代では、
WIMPと 言えど相互作用をして、他の軽い粒子との問に熱平衡 を保つ。温度が高いため、熱平衡
を保つ反応率が宇宙の膨張率 よ りも大 きいためである。その後WIMPは 、宇宙の温度が 下がるに
つれ 、熱平衡 を保ちなが ら もその量を減 らしてい く。やがて宇宙の膨張率が 、熱平衡 を保つ反応
率 よりも大き くなり、相互作用が凍結 され る。凍結 され た後は、WIMPは 宇宙膨張に従い 、単純
にその数密度を減らし現在の量に至 ったと考えられ る。
WIMPの 残存量 を定量的に議論するためには、上で述べ たWIMPの 振舞いを記述する時間発展
方程式が必要となる。凍結が起 こった後は、WIMPは 宇宙膨張に従いその数密度 を単純に減 らし
てい くのみである。そのため 、より正確 に言 うと、凍結が いつ起 こるのか、またその時のWIMP
の量がどの くらいであるかを記述する方程式が必要 となる。この時間発展方程式 を解いて初めて、
現在の宇宙にWIMPが どの くらい残存 しているのか を定量的に評価する事が出来 る。
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従来行なわれて きたWIMP、 つま り暗黒物質量の定量的な評価は、ボ ルツマン方程式に基づ い
て行なわれている。具体的にはボル ツマン方程式に基づ き暗黒物質の数密度方程式を導出する。そ
してこの方程式を解 く事で残存量を定量的に評価する[46][47][48][49]。この結果、例えば典型的な
LSPで は、凍結する温度がWIMPの 質量の1/30程 度となる。このため最終的に宇宙 に残る暗黒
物質の数密度は、光子の数密度の10-12程 度 と、非常に小 さい値になる。逆 に言 うと、暗黒物質
のエ ネルギ ー密度が宇宙の臨界密度 に近い値 を取 るためには、このように小 さな値が必要 となる。
しか しなが ら、上で述べ たような低い温度までボ ルツマン方程式 を適用 して良いのかど うか疑
問が残る。実際ボルツマン方程式 はS行 列要素を用いて書かれている。粒子の時間発展は、このS
行列要素に、自由粒子近似した占有数を、詳細釣 り合い(DetailedBalance)の 形で掛けたものに
より支配 され る。つ まり時間発展が 、時間 一〇cで 自由粒子近似 した粒子が入ってきて、時間ooで
自由粒子近似 した粒子が出てい く反応に より支配 されている。このためボ ル ツマ ン方程式は、古
典的な描像 との関係 は明らかであ り、充分温度が高い時には(古 典的な描像が 良 くなるため)有
効だと考えられ る。 一方非常 に低 い温度ではボルッマン方程式では記述で きない量子的な効果が
重要になる可能性があ る。例 えば有限時間で反応が起 こる事か ら来る量子 的な効果がある。また
Boltzmann方 程式では、その平衡解が 自動的に 自由粒子の占有数を与える。一方ボルッマン方程
式に宇宙膨張の効果を加えた式 を解析すると、相互作用の凍結が急速 に起こる事(Suddenfreeze
out)が 示 され る。凍結す る前までは 、暗黒物質は相互作用を通じて平衡状態にいるため、この時
に暗黒物質量の値 、つ まり平衡値の値が 非常に重要になる。平衡値の値 として理想気体近似を用
いいる事が 、低温で も適応で きるか ど うか疑問であ る。これ らの効果は、実際量子ブラウン運動
の問題などでは良 く調べ られている[52]一 「58]。
本論文では この問題に対 し、量子力学の第1原 理に基づ き、ボル ツマン方程式 に変わる量子運
動学方程式(以 後QuantumKineticEquationと 呼ぶ)を 導出する。そしてこれ を用いて・暗黒物
質の定量的な評価 を行ない、従来行 なわれてきた方法 と比べ 、どの ような変化があ るかを調べ る
事を 目的 としている。この問題を調べ るため に、実スカラー粒子 φ(質 量M)が 軽い実 スカラー
粒子x(質 量m《M)に 対消滅する簡単な模型を用いる。相互作用は 奇φ2x2で 与える。
具体 的 に は 、 まず 初 め にQuantumKineticEquationを 導 出す る。そ して この方程 式 か ら得 ら
れ る平 衡解 に つい て議 論 し、これが ボ ル ツマ ンーギ プ ス統計 とどの よ うな関係 に あ るのか を議 論す
る。 また暗 黒 物 質 のエ ネルギ ー密 度 を厳密 に定 義 し 、低 温 で準粒 子 近似 が 妥 当 で あ るか ど うか を
議 論す る。そ の後 、得 られ たQuantumKineticEquationと 、暗 黒物 質の エ ネルギ ー密 度の 議論
か ら、暗黒 物 質に 対す る数密 度方程 式 を導 出す る。 そ して この 方程 式 の解 を数値 的 、解析的 に評
価 す し、従 来の 用 い られ て きた方 法 と比べ 、どの よ うな変化 が あるか につ いて 議論 す る。最 後に 、
扱 った簡単 な 模 型 を調べ'る事 に よ り得 られ た結 果が 、現 実 的 な模 型 を考 えた 際 に どの よ うに効 い
て くるか につ い て考 察す る。
本論文 で 導 出す るQuantumKineticEquationは 、基本 変数 と して相 関 関数 ・ よ り正確 にはそ の
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フー リエ変換 を用いている。このためボル ッマ ン方程式では取 り入れる事の出来ないOff-Shel1の
情報を取 り入れる事が 出来る。これによ り有限時間の量子的効果 について議論する事が可能とな
る。方程式の平衡解は、その まま平衡状態における相関関数を与えるため 、これ をボルツマン.ギ
ブス統計か ら得 られる相関関数 と比べ る事が出来 き、統計力学 との関係について議論で きる。ま
た暗黒物質のエネルギ ー密度を相 関関数を用いて厳密に定義す る事に より、低温において準粒子
近似(理 想気体近似)が 有効かど うか調べ る事が出来る。
以下で本論文で得 られた結論 について簡単 に述べ る。 また本論文の主要な結果は、既 にプレプ
リ等で発表済みである[65]一[67]。
QuantumKineticEquationの 導出は 、ボルツマン方程式の拡張 と言 う問題を含む。この問題は
古 くか らあ り[59]一[63」、現在で も研究が行なわれている。これ まで提 出 されてきた他の方程式 と
比べ 、本論文で導出する方程式は、ボル ツマ ン方程式 と類似の構造、詳細釣 り合いの構造を持つ。
このため数密度方程式 を簡単に導出す る事が 出来 き、暗黒物質量の問題に応用 し易いものになっ
ている。
導出したQuantumKineticEquationは 、ボル ツマ ン方程式では記述で きない多 くの事が含 ま
れてい る。その中で も重要な事は、S行 列では取 り入れる事の出来ないOff-Shellの 情報 を含んで
いる事であ る。これは有限時間の量子的効果である。実際方程式には、On-Shellで は禁止 される
過程 を通 して熱平衡に近付 く効果が現れ る。方程式の平衡解は、ボルツマンーギブス公式から計算
した もの と一致する。つまり平衡解は統計力学を満たしている。 また準粒子近似(理 想気体近似)
が有効 な場合 には、この方程式は完全 にボル ツマン方程式を再現し、ボルツマン方程式の一般化
になっている事が分か る。
QuantumKineticEquationに 基づいて導出 した暗黒物質の数密度の方程式は、従来用いられて
きた方程式 と比べ、その平衡値の所に最 も大 きな違いが出る。導出 した方程式は平衡値は、理想
気体の式に加 え、温度のべキの項が加 わる。 この新たに現れ たべキ項は、結合定数の2乗 に比例
してお り、比較的高い温度では効いて こない。 しか しなが ら温度が低 くなると、理想 気体の式が
ボルツマン因子e-M/Tで 指数関数的に抑制 されるため、この新 しい項が支配的になる。つ まり低
温になると準粒子近似が有効ではな くなる。またこの平衡値はボルツマン.ギブスの公式か らも理
解出来 る。
この方程式 を用いて暗黒物質量の評価を行なった。宇宙膨張に よ り相互作用が凍結するまで、平
衡値 をたどると言 う描像は、新し く導 出した方程式において も成 り立つ。そのため暗黒物質量の
評価において 、凍結の起 こる温度が特に重要にな る。平衡値が理想気体 の式で近似で きる間に凍
結が起 こると、従来の評価で充分であ る事が分かる。逆に温度のべキの項が平衡値を支配 してい
る時に凍結が 起こると、従来の結果 とは違った ものになって くる。温度のべキの項は常に正の値
で効いて くる。このため最終的に残 る暗黒物質の量が、宇宙の臨界密度 を越えないと言 う要請か
ら、従来許 されてきたパラメータ領域 を狭める事になる。
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1.3本 論 文 の 構 成
本論文は以下の ような構成 にな っている。第2章 では暗黒物質問題 につい て述べ る。また従来
行なわれて きた、ボルツマン方程式に基づいた暗黒物質量の計算を紹介する。第3章 でQuantum
KineticEquationの 導出を行 な う。第4章 では前章で導出した方程式の平衡 解を調べ 、その解が
有限温度の場の理論か らも計算 される事 を示す。第5章 では、相関関数を用 いて暗黒物質のエ ネ
ルギ ー密度を定義 し、低温において準粒子近似が有効かど うか調べ る。また平衡状態におけ る暗
黒物質のエネルギー密度が 、有限温度の場の理論 の計算か らも得 られ る事 を示す。第6章 はで暗
黒物質の数密度方程式を導出し、この方程式の解 を数値的、解析的に評価す る。そして従来の方
法による結果がどの ように変わるかについて議論 する。 また現実的な模型を考 えた際に、これ ら
の効果が どの ように効いて くるかについて考察する。第7章 は結論 となっている。
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第2章 暗黒物質問題
2.1暗 黒 物 質 問 題:観 測
現在 、我 々の宇宙のエ ネルギ ー密度の大部分は暗黒物質が担っていると考 えられている。この
暗黒物質は電磁場 を放射 した り吸収 した りせず、その名の通 り暗 く、重力効果によってのみ観測
され る。この暗黒物 質は重力的に、我 々の宇宙の銀河スケール以上の構造形成に大 きな影響 を及
ぼ している。
暗黒物質の存在 を支持する様 々な観測がある。代表的な例 として渦巻銀河の回転速度の観測が
あ る[2][3][4]。観測は水素ガスの21cm放 射を利用 し、銀河の中心か らの距離rに おけるガスの
回転速度をプロ ットしたものである。多 くの渦巻銀河で、回転速度は銀河中心(r=0)の 近 くで
立 ち上が った後 、観測で きる限 りの距離 まで殆んど一定値 となる。
この事はニュー トン力学 より、rの 大 きい所で銀河の質量密度がr-2で 遠距離 まで続いてお り、
r内 の質量がrに 比例 して大 きくなる事を意味 している。もし質量が分布している領域に限界があ
れば、それ よ り外 にい くと、回転速度はr-1/2で 落ちるはずである。 しかしなが ら多 くの銀河で、
光っている銀河円盤を越えてなお回転速度は一定値 を保ち続ける。つま り渦巻銀河の周 りには、確
かに暗黒ハ ローが存在する。しか し一体どれ くらいの量があるか この観測からは分か らない。
図2.1に 観測の1例 として、渦巻銀河NGC6503の データを載せる[2]。 この銀河の光っている円
盤は銀河中心か らせいぜい5kpc程 であ る。 もしこの銀河円盤 を構成す る光 っている物質が 、こ
の銀河の質量の全てを担 っているのならば 、5kpcを 越える遠方のrで は回転速度は落 ちて くる
はずである。この時予想 される回転速度が 図の破線で書かれてい る。
また他の渦巻銀河(NGC3198)で も同様な観測が得られてお り、そこから推測 され る我々宇宙
の物質の密度 ρoは ρo/ρc>0.17で ある。ρ,は宇宙の臨界密度であ る。(観 測 され る限 り回転速度
は一定値を保 ってお り、渦巻銀河の全体の質量が分からないため、ρh。1。の上限値はつかない。)
このよ うな銀河の回転速度 と銀河円盤 とガスか ら推測 され る銀河 の回転速度の不一致は、多 く
の銀河で観測 されてお り、この事は暗黒ハ ローの存在を意味 している。
他に も暗黒物質の存在を支持する観測 として、渦巻銀河の観測よ りは多少確実性が落ちるが 、銀
河団の観測が挙げ られ る 同[6][7]。
観測 により銀河団の全体の質量を見積 も り、それ を銀河団に含 まれ る銀河の数で割 る事によ り















図2、1:渦 巻 銀河(NGC6503)の 回転 速度
銀河 団全体の質量 を見積 もる方法は幾つかある。例えば銀河団に属す る銀河の角度方向の速度
を観測 し、そこから銀河の平均的な速度 を求める。そ して銀河団が ビリアル平衡にあるとして重





を用いて 、銀河の平均速度 〈v2>及び銀河間の平均距離の逆数 くr-1>を この観測に より与え・銀河
団全体の質量Mを 求める。
他 の方法としてはROSATのX線 観測のデー タを用いて 、そ こに銀河団が一定温度の平衡 にあ
ると仮定し、上 と同様に 〈v2>得る方法がある[6][7]。この観測は上で述べた観測よ りも精度良 く行
なう事が 出来 る。
また他にも重力 レンズ効果を用いて銀河団の全体の質量を求める方法 もあ る[7]。
具体例 としてComa銀 河団の観測を挙げ る「7]。この銀河団は約103こ の銀河か ら形成 されてい





とな る。(1.5h-1Mpc半 径内)Moは 太陽 の質量 で 、hは ハ ッブ ル定 数 の観測 に よる不 定性 でO.6≧
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h≧0.8で ある。銀河団全体の質量の値 を、銀河の平均速度から得たもの と、ROSATのX線 の観
測か ら得た ものはエラーの範囲で一致 している[7]。 ・
Coma銀 河団の観測よ り、暗黒物質のエネルギー密度を求めるとρ/ρ,=O.2-O.4と な り、銀河
団の観測において も暗黒物質の存在が支持 される事が分か る。
以上で述べた ような銀河や銀河団に群がる暗黒物質の他に、ニュー トリノやまだ見つかっていな
い相対論的な粒子が 、熱い(Hot)暗 黒物質として存在する可能性がある。この ような粒子は非常
に速度が大き く、10Mpc程 度の系には束縛 されず局所的に非常に滑らかな分布す る。このため
熱い暗黒物質については、上の観測からはその量について調べ る事は出来ない。 と言 うの も、銀
河や銀河団自身のエネルギ ー密度は、宇宙の平均 的なエネルギー密度から見ると、銀河で105倍 、
銀河団で102-103倍 程度高 くなってい為である。つま り熱い暗黒物質のエネルギー一密度が例え宇
宙の臨界密度程度あ った としても、銀河や銀河団の観測か らはそのエ ネルギ ー密度を見積 もる事
が 出来ない。熱い暗黒物質のエ ネルギ ー密度を、ハ ッブルダ イアグラムや共動体積 あた りの銀河
の数 とその赤方変移(距 離)の グラフを用いて運動学的に調べ る事 も出来るが 、これ らは誤差が
大きいため、熱い暗黒物質が多量 に存在するかど うか明確に言 う事が 出来ない。一方 銀河や銀河
団の観測は、銀河 に群が る冷たい暗黒物質の存在 を強 く示唆 している。
この ように暗黒物質がこの宇宙に存在する事は、これ らの観測等から広 く認められ るようになっ
た。そこで次に宇宙のエ ネルギー密度を支配す る暗黒物 質は何で構成 されているのか?と 言う問
題が持ち上が る。
宇宙のヘ リウム、重水素 、リチウム量説明す る初期宇宙におけ る軽元素合成のシナ リオによ り、
この問題の解答に対する手がか りが得られ る[32][33][34][35亅。このシナ リオより得 られ る軽元素量
は、バ リオン的な物 質、つま り通常の物質のエ ネルギ ー密度 ρbに依存する。と言 うのもρbが増加
すると重水素や3Heが 速い時期に作 られ 、中性子 と陽子の割合が大 きい時にヘ リウムの生成が行
なわれ るためであ る。その結果ヘ リウム量が増加す る。そのため、このシナ リオによる理論的な
計算 と観測を一致 させ る事により、バ リオンのエネルギー密度に対 し0.01≦ ρbh2/ρcr≦0.015と
言 う制限がつ く。これ と上で述べ た結果 を比べ ると暗黒物質は、(少 な くとも大部分が)バ リオン
でない物質で構成 されていると考えられ る。[32][33][34][35]。
次にこの暗黒物質が冷たい(Cold)か 熱い(Hot)か と言 う問題に対 し、宇宙の大規模構造形成
の理論が手がか りを与えて くれ る[8]一[17]。
始めに熱い暗黒物質(例 えばニュー トリノ)が 宇宙のエ ネルギー密度を支配しているときの宇
宙の大規模構造形成の シナ リオについて考える[8]一[12]。この場合、100/m(eV)Mpc程 度のスケー
ルの構i造(質 量は10isMc.)程 度)が 最初に現れ る。mは 熱い暗黒物質を構成する粒子の質量であ
る。これ以下の スケールの構造は、熱い暗黒物質が動 き回 り密度揺 らぎを洗い流 して しまうため
出来ない。その後これ ら超大規模構造が衝突する事に より、より小 さなスケールの構造(銀 河や
銀河団〉が形成 され る事 になる。 しか しなが ら観測されている銀河間の相関関数 をこの シナ リオ
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に沿って再現するためには、この衝 突を非常に最近 に、赤方変移で言 うとz<1で 起 こさな くて
はならない。この事は最近の遠方銀河の観測や クェーサー(QSO's)の 観測(z≧3)に 矛盾する。
次 に冷たいバ リオン的でない暗黒物質が宇宙を支配 してい る時の大規模構造形成のシナ リオに
ついて考える[13]一[16]。このシナ リオでは初め、銀河 より少 し小 さいサ イズ(sub-galactic)を 持
つ構造がで きる。これ らの構造は宇宙の膨張か ら離脱す るに従い、互いに重力相互作用 を通 して 、
ビ リアル平衡の状態(重 力による束縛状態)に 落 ちついてい く。さらにバ リオン的な物質は衝突
による原子の励起 と放射等の散逸過程 を通 して冷や され 銀河円盤を構成 してい く。銀河団サ イズ
では潮汐力を通して小 さな物体を合併する事で作 られてい く。実際 この冷たい暗黒物 質による構
造形成は、理論に よるシュ ミレーシ ョンと観測結果が良 く一致 し、銀河や銀河 団のスケールや暗
黒ハ ローの質量分布等 を良 く説明して くれる。
この ようなバ リオン的でない冷たい暗黒物質の候補の一つとして 、素粒子論の模型か ら予言 さ
れ るWIMPが 挙げ られ る 「39][40ユ[41][42]。WIMPと は普通の物質と殆んど相互作用 しない(よ り
正確には弱い相互作用程度)重 い安定な粒 子の事であ る。
このWIMPの 有力候補 として超対称性を持つ多 くの理論か ら予言 され るLSP(LightestSuper
symmetricParticles)が あ る[43][42][44][45]。超対称性理論 自体 、質量階層性の安定性等の素粒子
論の理論 的な問題か ら切望 されているものであ る。この対称性 を持つ理論は 、通常素粒 子実験か
らの制限を満たすために、Rパ リテ ィーと言 う離散的な対称性 を課す。この対称性に よりバ リオ
ン数や レプ トン数 を破 る項 を禁止す る事がで き、神岡の地下実験から得られ る核子崩壊の制限 を
満たす事が 出来る。そしてこの対称性 自身がLSPを 安定に しWIMPに している。またこの よう
な冷たい非バ リオン的な暗黒物質の候補 として、ア クシオン も挙げ られ る。
暗黒物質としてWIMPを 考えた時に大事になるのが 、現在どの程度の量が宇宙に存在 してい る
のか?と 言 う事であ る。つま りWIMPが 宇宙初期でどの ように作られ、あ るいは消滅 して現在の宇
宙 にどの程度残 るのか?、 暗黒物質 として寄与するのか?と 言 う事が非常に興味 ある問題となる。
2.2宇 宙 の熱 史
WIMPが 初期宇宙においてどの よう時間発展 し、現在 どの程度の量が残っているかについて議
論す る前に、その背景にあ る宇宙の熱史を、非常に簡単 にではあ るが概説する[18][19]。
始めに宇宙がどの ような時間発展 をして きたのかについて、おおまかに述べ る。宇宙はCOBE
による観測[20]一[27]等か ら、第0近 似においては空間的に 一様等方なものと考えられる。それ ゆ
え次のロバ ー トソンーウ ォーカー計量 を使 って記述 され ると考え られる。
幽 蜘[÷ 緬 ㎡θ司 (2.3)
αω はスケール因子で、宇宙の大 きさを表 している。鳶は空間の曲率である。 この計量 をアイン
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シュタイン方程式に代入す ると、空 間的一様等方性のため、テ ンソルの各成分の方程式の中で独
立な ものは(0,0)成 分 と σ,i)成分だけになる。(O,O)成 分の方程式を書 くと
(1)2-H2-3舞 触 一券(2・4)
とな る。Hは ハ ッブ ルパ ラ メー タと呼ば れてい る。mptは プ ラン ク質量でMpt=1221×1019(GeV)
で あ る。ρuni。,は宇 宙 に存在 す る もの全 て のエ ネルギ ー密 度 の総 和で あ る。
また ア インシ ュ タ イン方程 式 の(i,i)成 分 と(0,0)成 分 の式 か ら、
読(ρα3)+P議(α ・)一 ・(2・5)
が得 られる。Pは エネルギー運動量テンソルの(i,の 成分であ る。宇宙の初期においては 、後で示
す ように、相対論的な粒 子(輻 射)が 宇宙のエネルギー密度 を支配 している。宇宙膨張は 、これ
らの間に働 く相互作用の時間スケールに比べ 、非常にゆ っくりと、つま り断熱的に変化する。こ
のため輻射は非常に良い近似で熱平衡に至 っていると考えられ る。この事 より」Pは熱力学的な意
味を持 ち、輻射の圧力に対応す る。
宇宙の時間発展 を決定するためには 、ア インシュタイン方程式の右辺、すなわち宇宙の中にあ
る物質の状態 について知 らなければな らない。 インフレーションなどの特殊な時代 を除いて 、物
質の状態はおおまかに2つ の状態に分けられ る。1つ は相対論的粒子(輻 射)に よ り宇宙のエネ
ルギ ー密度の大部分が賄われ ている場合であ り、もう1つ は非相対論的な物質によ りエ ネルギ ー
密度が賄われている場合であ る。前者を輻射優勢、後者を物 質優勢と呼ぶ。以下で2つ の場合に





とな る。輻射 優勢 の場 合 は 、質 量0の 粒 子が 宇 宙 のエ ネ ルギ ー密 度 を 支配 して い る事 にな り、エ
ネル ギ ー運動 量 テ ン ソルの トレー ス を とる と次 元 解析か ら0に な る事 が 分か る。 この事 よ り、上
の 関係 式が 出て くる事が 分か る。 この式 を(2、5)式 に代 入す る と ρR.D.o(α 一4=ρoa-4が 得 られ 、
これ を(2.4)式 に代 入す る事 で
a2一 簿 一k(2・7)
が得 られ る。空間の曲率k/a2は 初期宇宙においては第1項 目に比べ充分に無視で きるため 、この








となる。Tは 相対論的粒子の温度つ まり宇宙の温度であ る。g、はそれ らの粒 子の自由度である。
この式か ら輻射優勢の時の宇宙の温度 と時間に関係がつ き、次の ようになる。
毳一誓鵜 (2.10)
物質優勢
物 質優勢のときの圧力 ・Pとエ ネルギー密度 ρの関係は
PM.D.《 ρM.D. (2.11)
であ る。非相 対論的な粒子 はエネルギ ー密 度として 自身の質量エネルギ ーを通 して寄与する。一
方圧力はこれ らの粒子が殆んど動かないため生 まれない。この条件を(2.5)式 に代入する事に よ
りρM.D.(Xα一3=ρoa-3が 得 られ る。この式は 、エネルギ ー密度はが単位体積あた りの静止質量
であることか ら、単に静止 質量が保存す る事を表 している。これ を(2.4)式 に代入す る事で
a2一 艶Lん(2・12)
が得 られ る。kに 比例する項 を無視 し、この微分方程式を解 くとa(xt2/3が 得 られる。これ より物
質優勢の時のハ ッブルパラ メータの時間依存性が分か り、次の ようになる。
2
H=蕊(2ユ3)
以上 の よ うに 輻 射優 勢 の時 と、物 質優 勢 の時 の宇 宙 の時 間発 展が 分 か った の で 、次 に これ ら を
現 在の 観測 と比べ 、実際 の宇 宙が ど の よ うに時 間発展 を して きたのか につい て議 論 す る。
そ こで観 測 と比 べ るため 、2つ の宇 宙論 的 なパ ラ メー タに つい て考 え る。1つ は 前 に も述べ た
ハ ッブ ルパ ラ メー タで あ る。現 在 の値 を下添字 と して0を 用 い る。観 測 よ り
Ho=100h(Kms-1Mpc-1),0.6≦h≦0,8(2,14)
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である。んは観測による不定性である。 もう1つ は輻射(光 子)及 び物質のエ ネルギ ー密度 と宇宙
の臨界密度の比である。 ・
Ω ÷Pc-3響 多L1伽 ×1・-5h2(GeVcm-3)(2・15)
COBEの 観 測 に よ り、現在 の 輻射(光 子)は 温 度 雪 二2。728土O.002Kの プ ラ ン ク分 布 を して
い る事が分 か り、これ よ り光 子の エ ネルギ ー密度 は 、
Ωッorv2.48x10　 4ん 一2 (2.16)
となる。一方物質の方は前節の議論か ら
ΩoorO2-0.4 (2.17)
であ る。輻射のエネルギーにはニュー トリノや、星間ガスからの寄与 もあるが 、物 質のエネルギ ー
密度には遠 く及ばない。
このことか ら現在 の宇宙は物質優勢である事が分か る。過去に遡ると、輻射は スケール因子 α
の4乗 で大き くなるのに対 し、物質は αの3乗 で大き くなる。 このため過去には輻射優勢の時代
があった事が分かる。いつ頃輻射優勢か ら物質優勢へ と移 ったかを調べ ると
矯)一 譜1)一 寄(teqto)9-1(2・18)
よ り、t。q～10-5toと な る。現在 の宇宙 年齢 はto～10(Gyr)で あ るの で 、これ よ りt,g～105(yr)～
1010(sec)と な る。 また この 時期の 輻射 の 温度 はT～105(K)～10(eV)で あ る。
この よ うに宇宙 はお お まか にはt～t。qま で 輻射が 宇宙 を満 た し(xti/2で 膨 張 し 、その 後物 質優
勢 にな りoxt2/3で 膨 張す る。
細 か く見れ ば 宇宙 で は 、 この 時 間発 展 の 問 に多 くの重要 な 出来 事 を起 こる。例 えば 輻射優 勢の
宇 宙 で は・温 度が100(MeV)か ら0.1(MeV)の と き、前節 で述べ た軽 元素 合成 が 起 こ る[32]一[38]。
更 に高 い温 度 で は 、宇 宙 のバ リオン数生 成[78]一[91]が 起 こる と考 え られ て い る。 また様 々な相転
移(Weak相 転移)も 起 こ る と考え られ い る 。
さらに宇 宙 の初期 に近付 くと、宇 宙 の 地平 線 、平 坦性 問題 等 の解 決か ら 、 イン フレー シ ョンが
存在 した と考 え られ る[28]一[31]。 物 質優 勢 の 時代 に は 、水 素原 子 の構 成 に伴 う宇宙 の 晴れ上 が り
や 、大規模 構 造形 成が 起 こる。
WIMPは 、この よ うな背景 の も と、時 間発展 を し現在 に残 存 量 を残 す 。次 節 で どの程 度の 量が
現存 す るのか につ い て議論 す る。
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2.3従 来行なわれてきた数密度方程式の導出
始 めにWIMPが 初期宇宙でどの ように時間発展を して きたか について定性的な議論 を行な う。
宇宙の温度がWIMPの 質量よりも大 きい時(LSPの 例では100GeV以 上)、WIMPは 他の軽い
粒子 との相互作用を通じて充分に熱化 され 、平衡状態にある事が示 され る。 この事 を確かめ るた
めには、他の粒子 との間の相互作用か ら得 られ る反応率 と、宇宙の膨張率を比べれば良い。例え
ば対消滅の相互作用 を考え ると、反応率は(断 面積)×nwlMP程 度であ る。ηwIMpはWIMPの
数密度であ る。一方宇宙の膨張率はハ ッブルパ ラ メー タで与えられ る。ハ ッブルパ ラメー タは前
節で述べた ようにプ ランク質量の逆数に比例 しているため 、WIMPと 他の粒 子との間の相互作用
の強 さが弱い相互作用程度あれば 、(反 応率)》(宇 宙の膨張率)と なる。つ まり宇宙膨張の影響
は殆んどな く、他の粒子と頻繁に相互作用 を繰 り返す事 になる。
宇宙の温度が段 々と冷えてWIMPの 質量 よりも小 さ くなって くると、WIMPの 数密度は次第
に減 り、その結果反応率が落 ちて くる。宇宙の膨張率 も温度 とともに落 ちるが 、その落ち方は輻
射優勢 の宇宙では温度の2乗 に比例する。一方数密度は理想気体の式 を用いると、ボルッマン因
子e『M/Tに 比例す るため、その落ち方は指数関数的である。そのため遂には反応率 と宇宙の膨張
率にの大小関係が入れ替わ り、WIMPが これ以上反応で きな くなる。この現象は凍結 と呼ばれて
いる。この凍結が起こる温度は、以下で述べ るがだいたいWIMPの 質量の数10分 の1で ある。
凍結 までの現 象は輻射優勢の宇宙で起こる。
WIMPは 安定粒子のため崩壊を起 こさない。このため凍結後はただ宇宙膨張 に従いその量を減
らしてい く。凍結 した直後にはWIMPの エネルギ ー密度は、輻射のそれ よりも小 さい。しか し輻
射のエ ネルギ ー密度が スケール因子 αの4乗 に逆比例 し薄 まってい くのに対 し、WIMPの エ ネル
ギー密度はスケール因子の3乗 に逆比例し薄 まってい く。そのため遂にはWIMPの エネルギー密
度が輻射のエ ネルギー密度より大 きくな り、このWIMPが 暗黒物質として宇宙のエ ネルギ ー密度
に寄与する可 能性があ る。
これが初期宇宙におけ るWIMP(暗 黒物質)の 振舞いの概観である。以下で暗黒物質の定量的
な議論 を行 な う。
暗黒物質の数密度やエネルギ ー密度の定量的な議論を行な うためには、初期宇宙の数密度の時
間発展 を記述す る方程式が必要になる。この問題に対して 、従来行なわれて きた方法はボ ルツマ
ン方程式に基づ いている[46]一[51]。ボル ツマ ン方程式は
挈 一1繼 一e[ノφ](2・19)
と書かれ る占有数に対す る時間発展方程式である。!φは暗黒物 質(以 降 φ粒子 とする)の 占有数
であ る。Ep=V(評 でMは 暗黒物 質の質量であ る。またこの方程式は空間的な一様等方性
を仮定 して る。左辺の2項 目は宇宙膨張による効果を表 している。aは スケール因子である。右辺
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の項C[!φ]は 衝突項 と呼ばれている。この項は φ粒子がどのような相互作用をするかで決 まって く
る。本論文で特に注目しているのは対消滅過程及びその逆過程であ る。そこで φ粒子2つ が対消
滅 をし、軽いXと 言 う粒子が2つ 出来 る過程を考える。このときのC「!φ]は
e[∫φ]一 一iltlsfd"・ ・dnkdnk,(2π)4δ4(P+PL刷
×[隣 φ→xxl2fφ(plfdi(ガ)(1± 姻)(1土 ∫,㈲
一IM
xx→ ・φp2fx(砿(k')(1士fφ(pl)(1土 ノφ(i))](2・2・)
とな る。Mは 対応 す る過 程 の行 列 要素 で あ る。士 は φ、xそ れ ぞれ の粒 子が ボ ー ズ粒 子の 時は+
で誘 導輻射 の効 果 を表 し・フェル ミ粒子 の ときは 一 でパ ウ リの排 他効 果 を表す 。 またdH
ptは φ粒
子の 位相積 分 で 、dfikと 材叫'はx粒 子 の位 相積 分で あ る。
dn・-9φ(d3Pd3k2
π)32E,,dllk=9x(2π)32ωk(2・21)
Whニk2+m2でmはX粒 子の 質量で あ る。(M》mと 仮定 す る)gφ 、9Xは そ れぞ れ の粒 子 の
内部 自由度 で あ る。 デ ル タ関数の 引数 に現 れ るp'Oは φ粒子 の エ ネルギ ーでEp'、kO、k'Oは)(1粒
子 のエ ネルギ ーで それ ぞれ 叫 、ω産'であ る。
C[fiP]は 直 観 的に 分か り易 い形 を してお り、大か っこ[…]内 の1項 目は φ粒子 同士 が ぶつか り対
消滅 す る過程 を 、2項 目はX粒 子 同士が ぶ つか りφ粒 子が 対生 成 され る過 程 を表 してい る。 つ ま
りφの 占有 数!φ の時 間発 展が この2つ の競 争過 程 に よ り支配 され て い る と言 える。
Mは 相 互 作用 にCP不 変性が あ る と
隣 φ→X,12一 畩X→ φφr2-IAイr2 (2.22)
とな る。本論文では これを用いる。
従来の方法は、このボルツマン方程式 に基づ き、幾つかの近似 を行 なう事で φの数密度の方程
式を導出する。以下でそれについて見てい く。
φの数密度 πφは占有数 ノφを用 いて
ηφ一9φ/(鏘 、ノφ(P・ (2.23)
と書かれる・φの数徽 の方程式 を黜 したVlの で・上記のボルツマン方程式 を9φ∫矗 で積分
する。 またX粒 子は宇宙を支配 している相対論的粒子の1つ であ り、 自己相互作用や他の軽い粒
子 との相互作用を通 じて充分に熱平衡に達 していると考えられ る。 このため ム㈹ として有限温
度中の理想気体の占有数fx(k)ニflh=1/(efiWk・Fl)を 仮定す る。ここで β=1/TでTはX粒 子
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の、つ ま り宇宙の温度であ る。また単位 としてkB=1と している。∫φを位相空間で積分す ると
数密 度 鞠 が得られ 、%の 方程式は次の ようになる。
?/ip+31nφ 一9φ/(鑄3c[!φ](2・24)
(右 辺)一 一/dl・ ・d・1・ dnkd・lk・(2π)4δ4(P+P'-k-k')IM12
×[∫ φ(P)fφ(グ)(1土flh(寿))(1±!支h㈲ 一 ∫支h(砥h(貯)(1±!φ(P))(1士 ∫φ(fi))亅
次 に、上で得た式で宇宙膨張の効果を落 した時、つ まりa・・Oと おいた時、平衡値が ∫占h㈲=
1/(eβE・±1)で 与えられ る事が分か る。(前 にデルタ関数が掛か っていることを考慮する。)ま た
φやxは 充分 に希薄である場合 を考 えているので1+fcrノ と近似出来る。これ より上式右辺の
大括弧内の[…]の 第1項 目は!φ(切∫φ(ガ)となる。この事 と平衡値の議論から
[…]空[!φ ㈲!φ(→P)一!おh(鵡h(ガ)]





H(T)は 前節で述べたハ ッブルパラ メータで、輻射優勢の時期 を考えているので温度の関数となる。
この節の初めに述べたように、暗黒物質(φ 粒子)は 最初熱平衡状態にあ り、やがて凍結する。
φ粒子が平衡状態 に近い とき、上の方程式は更に




と近似で きる[39ユ。凍結 した後は左辺の宇宙膨張の項が 、右辺の衝突項に代わって方程式 を支配す
る。そのため最後に行なった近似は、凍結が充分素早 く行なわれ るならば 、有効 に働 く。宇宙膨
張の効果(左 辺第2項)を 落した時の φの数密度の平衡値はnbh(T)で 与え られ る。
以上の ようにボルツマン方程式に基づ き、幾つかの近似 を行 な うことで 、暗黒物質(φ 粒子)の
数密度に対す る方程式を導出す ることが出来る。この方程式は、{σlvl}と9φ 及びH(T)を 与える
事で閉じた方程式にな り、解 くことが出来る。{σ回}や9φ は模型を与 えることで計算す ることが
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出来 る。一方ハ ッブルパ ラ メータH(T)は 前節の議論 より、輻射優勢の時代 には
H(T)-3讒 ρRD,ρRD錦 ヂ(2・28)
で与えられる。g.は 相対論的粒子の 自由度であ る。
ηφについて閉じた方程式が得 られたので 、これを解 くことで暗黒物質の数密度やエネルギ ー密
度の定量的な議論が可能になる。次節で これ を行な う。
2.4従 来行なわれてきた暗黒物質量の計算
この節では前節で導出した φ粒子の数密度の方程式(2.27)式 の解の一般的な性 質について議
論す る。この方程式を解 くことで最終的に残る暗黒物質の数密度やエ ネルギ ー密度の定量的な評
価が可能になるわけだが 、実際の計算ではこの式 を変形 し、よ り扱い易 くした式 を用いる。変形
は以下の通 りである。
●宇宙は時間とともに温度が断熱的に変化 してい く。そのため上で得た時間発展 の方程式を温
度発展の方程式に直す と便利である。具体的にはハ ッブルパラ メータと時間との関係
H(T)-8π 延 丁41trt・ ・3・19「'/2雛 ノ(2・29)
3m2,302t
を用いて時間tの 代 りにx・=、M/Tを 変数 として扱 う。
・ηφは宇宙膨張から来 る変化 と、相互作用か ら来る変化を受ける。そこで宇宙膨張の効果 を
スケールアウ トし共動体積((xT3)当 た りの粒子数を変数 にとり直す。 これ によ りφ粒子
の相互作用か ら来る正味の変化を見る事が出来 る。具体的には πφの代 りに
y一 噛,η 。-2く 穿)T・,(ζ(3)・t1.2・)(2.3・)
π
を用い る。γLッは 光子 の 数密 度でで あ る。
これ よ り(227)式 は次 の よ うに 変形 され る。
需 一 一識)〈 σlvl>β[y2-y,i(:t)],Y・h一 法 儲 、註1(2・31)
次 に 〈σlvl>βについて考える。宇宙の温度Tが φの質量Mよ り充分小 さく、xの 質量mよ りも
充分大 きい状況(M》T》m)に 興味があ る。〈σlvl>βの運動量積分は 囿 くTの 所が支配的な
ので 、温度が充分 に小 さい時には断面積をグ=0の 周 りで展 開し、近似する事が 出来 る。この近















図2.2:yの 時 間発 展
とな る 。n=0の 時 はS波 対 消滅 、n=1の と きはP波 対 消滅 に相 当す る。 た だ し 、この 式 は
s-cannel対 消滅 の場合 に は使 えな い こ とがあ る[50][51]。 本 論 文では この よ うな場 合 は特 に考 えな
い事 にす る。
この 〈σlvl>βの 表式 よ りyの 方 程式 は次 の よ うにな る。
驀 一 一ηx-・ 一・[y・ 一 喇,η ・y・・1479φ λ・9「1/2Mmμ σ・(2・33)
この 微分 方 程式 を数 値 積分 し定 量 的に調べ る前 に 、 まず この 方程 式の 解の 定性 的 な振舞 い に つ
いて 調べ る。方 程式 に含 まれ るパ ラ メー タ ηはmμ に比 例 して い る事か ら も分 か る通 り非常 に大
きな値 を持 つ 。 具体 的 な値 は模 型の 詳細 に よるが 、典 型 的 な値 と しては1010か ら1012程 度で あ
る。(2.33)式 の右 辺 は 一ηx-2-n[y2一 瑞(x)]=一 ηx-2-n[y+ylh@)]・[y-Yth(x)]と 書 け るた
め[y+Yt ,h(:r)]が そ う小 さ くな い時 には 急激 にyの 値 がYthに 近付 く事が 分 か る。 つ ま りあ る程
度 温 度が 高 い時 に はyは}『1、 の値 を追 い続 け る。yがYthに 近 い とい う事 か ら(2.33)式 の 右 辺
を線 形 近似 す る と
驀 一 一η皿一2耳h(x)ry-Hh(x)亅(2・34)
とな る。宇 宙が 時 間発展 を して い きxが 大 き くな る と 、ylhはe-xに 比例 して い るた めで 指 数 関
数的 に小 さ くな る。 この ため 遂 に は この}届 で ηの 大 き さを打 ち消 し右辺 は0に 近 付 き、そ の後












図2.3=yf=最 終 的 に残 るy
の後Yt ,hか ら離れ一定値になる。」 と考え られる。 このこ とを物理的な観点か ら言えば 、「宇宙の
温度がある程度高い時には宇宙の膨張率に比べ対消滅の反応率の方が高いので粒子は平衡状態に
留 まり、その後宇宙 の温度が下が って くると対消滅の反応率が指数関数的に下が り、遂には宇宙
膨張によ り消滅過程が凍結 され る。」 と言 う事がで きる。
微分方程式を定量的に解 くことにより暗黒物質量の定量的計算が可能になる。実際に(2.33)式
の微 分方程式 を幾つかの ηの値 を与 えて数値的に解いた結果 を図2.2に 載せ る。計算はS波 対消
滅の場合である。初期条件は
Y(0.1)=Yt ,h(0.1) (2.35)
を用いている。図よ り明 らか なように、yが 上で述べた ように振舞 っている事が分か る。ηの値
は相互作用が強さに比例しているため 、相互作用が強いほど平衡値に長 く留 まり結果 として最終
的に残 るyの 量が小 さくなる事が分か る。 また数値的には対消滅する温度Tは.M/20か らM/30
程度の小 さな値にな り、その結果yの 値が ～10-loと 言 うとて も小 さな値になることが分か る。
また最終的に残 るyの 量yfを ηの関数として書いたのが 図2.3に あ る。現在の φ粒子のエネル







と 言 う制 限 をつ け る事が 出来 き、 この式 と図2.3よ りηに 制限 をつけ る事が 出来 る。
2.4.1簡 単 な模 型 を用 い た議 論
この節では後の章 との比較のため、簡単な模型 を設定 しそ こから得られ る暗黒物質の粒子数や
エ ネルギ ー密 度の定量的な評価を行な う。設定す る模 型は、現実的な模型ではないが 、暗黒物質
の対消滅や残存量の計算について本質的な部分を議論す るには充分なものである。
考える模型は以 下の通 りであ る。φ粒子を暗黒物 質を構成 している粒子 とし、Mは その質量 と
する。x粒 子は φが粒子が対消滅 した先の軽い粒子であ り、宇宙のエ ネルギ ー密度 を支配してい
る相対論的粒子の1つ であるとす る。また φ,X粒 子はともに実スカラー場 とし、その間に働 く
相互作 用 を 奇φ2×2と する 。 これ よ りgφ,〈 σlvl>βが 具 体 的 に
λ2
9φ一1,〈 σlvl>β㍉2πM2
と求 まる。 これ を(2.27)式 に代 入す る と 、φの 数密 度 の方 程 式 として





が得 られ る。 前節 の議i論 よ り、この 式 を φの 数密 度 と光 子 の数密 度の比yの 方 程 式 に変形す る と
蕃 一一藷)32磊2[y2-}艦(の]IY・h一 ゐ 儲 ・誘 一1(239)
とな る。以下で この式から得 られ る対消滅の凍結温度や暗黒物 質量の定量的な評価 を数値的 、解
析的に行な う。
2.4.2数 値 的 評 価
(2.39)式 を数値的に書 き直す と
噐 一 一ηx-・[y・ 一喇,ny・ ・1・782×1・16瑠)(2・4・)
となる。g、の値 として10.75を 用い る。 この値は宇宙のエ ネルギ ー密 度を支配している相対論的
な粒子にニ ュー トリノ、光子 、電子、陽電子が寄与 している時の値である。Mと λの値 を決める
とηの値が きま り、方程式 を解 く事が出来る。
そこで まずM=100(GeV)と し、幾つかの λの値 を用いて上の微分方程式を数値的に解いた結
果を図2.4の 左に載せ る。この図から分か るように、λが 大 きくなると相互作用が強 くなるため平

























図2.4=yrの 時 間 発 展
次 に λ=0.1と し 、幾つ かのMの 値 を用 いて 方程式 を解 い た結果 を図2.4の 右 に載せ る。残存
量 は.Mが 大 き くな る と断 面積が1/M2で 小 さ くな り相互作 用が 弱 くな るた め 、増 えてい く事が
分か る 。
これ らの グ ラ フよ り対 消滅が 凍結 す る温 度Tfが 、適当 なMと λの パ ラ メー タにお いて .M/20
か らM/30程 度 で あ る事 が 分か る。Tf/Mが 小 さい ため 、最 終的 に 残 る残存 量yは ～10-10と 、
とて も小 さな値 に な る。
最後 に様 々なMや λにつ いて微分 方程 式 を解 き、最終 的に 残 る φのエ ネルギ ー密 度 について等
高 図を描 い たのが 図2.5で あ る。ρ,は宇宙 の 臨界密度 で;図 は この ρ,を単 位 に ρ,、10-2ρ 。、10』4ρ,.
の等高 線 を描 いてい る。この 図よ りMが 大 き く λが小 さいほ ど多 くのエ ネルギ ー密 度が宇宙 に残
る事が 分 か る。
解析的評価
(2.38)式 あるいは(2、39)式 の解の振舞いについて解析的に調べ る。そのため始めに宇宙膨張
に より対消滅過程が凍結する温度 野 を求める。凍結温度 乃 は ちょうど宇宙膨張 と対消滅による
反応率が釣 り合 う温度である。宇宙が この温度に至るまでは φ粒子は平衡状態 にあ り、また 乃 は
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となる。これ よりMを 固定 して 町 を λの関数として描いた もの・及び λを固定 してXfをMの
関数 として描いたものが図2.6に あ る。図 よりTfの 値がM/20～M/30程 度であ り・前小節での
数値計算から見て取れる値が解析的に理解で きる事が分かる。
最終的に残 る φの数密度 と光子の数密度 の比yは 得 られたXfの 式を用いて
Yf-y(㏄)蟹2譱)(昜)3/2e-・f(2・43)
となる。このYfは 前節の数値計算の結果 を良 く再現 し、Yf～10-loと なる事 を解析的に理解で
きる。
}7の 式 を用いて最終的に残るφのエネルギ ー密度の等高図を描 くと図2・7に なる。実線が(2・43)
式の結果に相当す る。一方破線は前小節で行 なった数値的評価である。図2.5を 比べると、解析的
な評価は(2.43)式 は、数値計算の結果 と比べ 、yfの 値が約1。7倍 ほど大 きく出る。
この小節で行 なった近似は、宇宙が十分に熱い時には φ粒子が平衡状態を保 ち、やがて宇宙膨
張の効果が きつ くなると即座に相互作用が凍結するとい う描像に立ち行なったものである。これ
らは全てボル ツマン方程式に も度つ く従来の計算方法に よるものであ り、後生で我 々のQuantum





















2.4.3従 来 の 方 法 に対 す る問題 点
これ までの節で 、従来行なわれて きた暗黒物 質量の計 算を紹介 した。 この計 算は 、ボ ルッマ ン
方程式に基いて行なわれている。具体的にはボル ツマ ン方程式 を用 いて暗黒物質の数密度方程式
を導出し、この方程式 を用いて定量的な評価 を行なう。その結果、凍結温度は暗黒物 質の1/30程
度 と低い温度になる。 この方程式の平衡値は 自動的に 自由粒子のそれ と同じものになる。 また凍
結が充分に急速に起 こるため、この 自由粒子数密度の方程式に凍結温度を代入する事で 、その残
存量は光子の数密度の10-12と 言 う非常に小 さいもの となる。
しか しなが ら、この ような低い温度 までボル ツマン方程式が適応できるかど うか疑問が残る。実
際、ボルツマ ン方程式はS行 列を用いて記述 されている。ここで再びボルツマ ン方程式の衝突項





Mは 素過程の遷移振幅 を計算す る事で得 られ る。上の衝突項では、時間 一〇〇で2つ の φ粒子
が入射し、時間OQで2つX粒 子が観測 され る素過程振幅であ る。またその逆過程 も同様である。
一方!は 自由粒子の 占有数である
。これ らの事 よ り、ボル ツマ ン方程式においては 、時間発展は
時間無限大の素過程の遷移確率に、自由粒子の 占有数を詳細釣 り合いの形で掛けた ものに支配さ
れている事が分かる。
この ようにボル ツマン方程式は、直感的に分か り易い形をしてお り、古典的な描像 との関係は
明らかである。そ して充分高温な領域においては、多粒子系の物理を記述す る手段 として有効で












図2.7=解 析的な式を用いた φのエネルギ ー密 度の残存量の等高図
しか しなが ら非常に低い温度では、ボルツマン方程式では記述で きない量子的な効果が重要に
なる可能性がある。低温になると粒子間の相関が長 くな り、時間無限大の素過程の遷移確率を用い
る事が出来るかど うか疑問になる。例 えば有限時間の反応であ る事か ら来る量子効果があ る。量
子論では粒子は短い時間の問な らばエ ネルギー保存則 を破 る事が 出来 る。これ時間を利用 して平
衡への緩和 を強め る、あるいは 阻害す る効果があるか も知れない。
またボルツマ ン方程式では 、その平衡値の粒子の 占有数 として理想気体の式が 自動的に出て く
る。この理想気体の占有数は 、相互作用をしている粒 子に対 して、どんな時にも妥 当であ るか ど
うかは疑問である。一見す ると相互作用が弱ければ 、充分 にこの理想気体の占有数が適応で きる
と考 えられ る。しかし温度が粒子の何十分の一と言 う低 い温度にな ると、理想気体の式か ら得 ら
れる数密度は、ボル ツマン因子に より指数関数的に抑制 され 、IO-14程 度 と言 う非常 に小 さい値 に




の凍結温度での理想気体 による数密度を用いて行なわれ る。その結果 、凍結温度Tfが ～M/30、
最終的に残 る暗黒物質量y=γLφ/n7は ～10-loと 言 う結果が得 られる。(ηφは暗黒物質を担 う粒
子の数密度 、norは 光子 の数密度)し か しなが らこの様な非常 に低い温度までボルツマン方程式及
び理想気体近似を適用 して良いのかど うか疑問が残 る。実際、非常 に低い温度になると量子的な
効果が重要にな り、ボル ツマ ン方程式や理想気体近似等が適用で きな くなる可能性 もある。
この問題 に対 し、この章では量子力学の第一原理か ら出発 して 、このような低い温度で も適用
できるQuantumKineticEquationを 導出する。そ して後の章で、このKineticEquatioriを 用い
て暗黒物質の数密度発展方程式 を導出 し、暗黒物 質量の評価を行 なう。
QuantumKineticEquationの 導出は、いわゆるボルツマン方程式の正当性 とその適用限界の評
価 、あるいはその拡張 と言 う問題 を含んでいる。実際この問題は古 くから有 り、今で も研究 され
ている分野である[59]一[67」。しか しなが ら、これまで導出されて きたKilleticEquationは 一般に
複雑であ り、暗黒物質量の計算に適用す る事が非常に難 しい。
一方ボル ツマ ン方程式の優れた点の1つ として
、相互作用の時間発展に与える影響 を衝突項 と
して非常に直感的な形で含んでいる事が挙げられる。このため数密度の時間発展方程式の導 出を
簡単 に行な う事が 出来 る。 この章で導 出するQuantumKineticEquationは 、衝突項に当たる部
分がボルツマン方程式のそれ と非常 に近い形をしてお り、このKineticEquationに 基づいた数密
度方定式を容易に導出する事が出来 る。
以下でQuantumKineticEquationの 導出を行な う。議論が方程式導出の技術的な側面 に傾 く
事 を避けるため、計 算の詳細は付録 β にまわ し、この章では導出の概要 と、物理的な議論 に終始
す る。
3.1対 消 滅 の模 型
φ粒子がx粒 子に対消滅(φ φ一→xx)す る模型を考える。φ粒子が暗黒物質 を構成する粒子に
対応 し、X粒 子が対消滅した先の軽い粒子に対応する。簡単化 のため φもXも 実スカラー粒 子と
す る。対消滅の相互作用の強 さは質量次 元0の 結合定数 λで与える。φ粒了が暗黒物質に対応し
てい るため、これを安定粒子にする必要があ る。そこで φ一→ 一φの変換 に対して作 用が不変に
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なるよ う要請す る。これに よりφ一>xxの ような崩壊 過程が禁止され る。これ らの事を踏 まえ、
相対論的場の理論の ラグランジアン密度を書 くと次の よ うになる。
∠⊃=∠ 二φ[φ]+∠ 二)ご[x]+£iTzt[φ,)(]+δ ∠⊃[φ,x] (3.1)
Ldi+CX-1(・,il)2一 誓2φ2+1(・ 、X)2一 ぜX・
Li・t→ ・X・一 寄 φ4一 爭X4
δL一 響(・,to)2一 δ誓2φ ・+?tx(auX)・ 一 δ咢2X・ 一 曾 φ・X・一 等 φφ・一 δ全XX4
M、mは それぞれ φ粒子 、x粒 子の質量である。φ粒子が暗黒物質に対応する事から、M》m
とす る。λφ、哉 に比例する相互作用は対応するそれぞれ の粒子の 自己相互作用であ る。これ らの
相互作用は繰 り込みの整合性 と言 う観点から必要である。 さらに λxはx粒 子が 自己相互作用を通
して熱化するためにも必要であ り、1を 越 えないが充分 な大 きさを持つとす る。一方 λφは非常に
小 さいとす る。つま り各々の相互作用の結合定数の関係 として1>1λx1》1λ1、1λ12》1λ φ1を仮
定する。δLは ラグ ランジアンの相殺項(Counterterm)で ある。
32相 関 関 数 のSelfLConsistency方 程 式
QuantumKi皿eticEquationを 導出す る際、何を基本的な変数 として用いるか、と言 う事が問題
になる。例えばボルツマン方程式 と同じく、占有数を基本変数 として用いる事 も出来 る。またマス
ター方程式の ように φの密度行列自身を、フォッカー一プ ラン ク方程式の ように φの確立分布関数
を基本変数に とる事 も出来 る。この ように基本変数として様々な選択があるが 、大事な事は、様々




を基 本 変数 と して 用い て 、Qu、antumKineticEquationを 導 出 す る。Piは ハ イゼ ンベ ルグ描象 で 見
た時 の密 度行 列 であ る。 シュ レデ ィンガー描 象で 見れば 、時刻0で 用意 した密 度行 列 に相 当す る 。
φのエ ネルギ ー密 度等 の物理 量 は 、 この相 関 関数 の極 限操 作 記一→ シを行 な う事で 得 られ る。
Quantuml〈ineticEquationを 導 出す る大 まか な流 れ は 以下 の 通 りで あ る。相 関 関数(3.2)式
を経 路 積分 表示 に直 し 、x粒 子 につ いて の積分 を先 に実 行す る。次 に φ粒 子につ い ての積分 を平均
場 近 似 を用 い て行 な い、相 関 関数 〈T[φ@)ip(y)1>に つい て のSelf-Consistency方 程 式 を導 出 す る。
最 後 にSelf-Consistency方 程 式 を微 分 方程式 の形 に焼 き直 す事 で 、QuantulnKineticEquationを
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導 出す る。 この節 ではSelf-Consistency方 程 式 の導出 まで を行 ない 、次 節でKineticEquationを
導 出す る。 ・
相 関 関数の 定義(3.2)式 の所 々に座標表 示の 完全系 ∫dφ掴矧 砺,」>Ci>〈砺,Xi1を は さみ 、経 路積分
の形 で 書 き直す と以 下の 通 りに な る。
〈恥1)φ@2)1>-/diPidx・/嘱/軸 ∫伽1角1嘱>
x〈φ1,XlIe一 督∫`1φ∫,)(∫〉〈φ∫,Xflei」』「tT[φ(xエ)φ(x2)]1砺,Xi>
/畝 幅 蜘 綱 輪;φ1,xl]1diPfdXf
x/瑚'酬1*・/PφPxφ(x1)φ@2)eiS[φ ・ ]











相関関数 〈T[φ@1)φ@2)J>は 、真空期待値 と違い φ、xに 対 し2重 経路積分で表 されている事が分
かる。これは密度行列が振幅ではな く、確率的な意味 を持 っている事 に由来す る。
ρi[φ乞,X琶;φ1,xl]は時刻0で 用意した密度行列である。暗黒物質量の計算と言 う観点か ら、軽いX粒
子は自己相互作用等を通じて熱平衡に至ってお り、系全体 としては熱平衡状態に近 く、φ粒子が少 し
そこか ら外れていると言 う状態 を取 るべ きである。このため ρ壱を次の ように取る。
ρ…}φ)xρ 野)ρ 蹄 一t霈叢](3・5)
ρ!φ)は任 意 であ る。β=1/TでkBニ1と 取 ってい る。倉xは 系 全体 のハ ミル トニ アンの内 、λ=0
としたXの 自由粒子部分 と自己相互作用の項である。(付 録Bの(B,3>式 参照)実 際の所 、上で
述べ たよ うな条件(ア ンダーラインの部分)を 満たしていれば 、最終的な結果は ρ1の詳細 に依存
し な い と 思 わ れ る 。 例 え ば(3.5)式 の 代 り に 、 ρi=ρ!φ)×e-fiHt・t/[tre-fiHt・t]と 取 る 事 も 出 来 る
[53]。Ht。tは 全 系 のハ ミル トニ ア ンであ る。 ど ちらの密 度行 列 を用 いて も同 じQuantumKilletic
Equationを 導 く。 と言 うの もKineticEquationを 特徴 づ け てい るの は 、平衡値 とそ こへ の緩 和の
強 さで あ る。ど ちらの密 度 行列 を用 い て も、平 衡値 自身 は初 期依 存性 が な くな り、ギ ブ スの 公式
に よ り得 られ る もの と一・致 す る。一 方緩 和 の強 さは 、マ ル コ フ近似 が 良い 領域 では 初期 依 存性 は
ない 。初期 時 間 の非常 に短 い時 間領 域力丶 ず っ と後 の 時間 領域 で な い 限 り、 このマ ル コフ近似 は
有 効で あ る。
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最後にPiに ついて2つ コメン トをする。一つ 目は[Pi,H]≠0と 言 う事である。つ まり系全体は
完全には熱平衡状態ではな く、この ことが様 々な物理量の時間発展を保証す る。 また この事か ら
得られ るもう1つ の重要な結論 として
(φ(xg,デ1)φ(皿 呈,f2)〉 ≠ 〈φ(xg一 皿婁,=デ1)φ(0,痂2)〉 (3.6)
が挙げ られ る。つ まり完全に熱平衡状態である時 と違い 、φの相関関数は相 対時間のみの関数で
づ ロゆ
はな く、重心 時 間(x?+趨)/2に も依存 す る。2つ めは 匸ρi,P]=Oと す る事 であ る。Pは 運動 量演
算子で この こ とは空 間的 な一様等 方性 を仮 定 してい る事 と等価 であ る。 また これ に よ り、φの相 関
関数 の空 間座 標の 依 存性 は 、空 間座標 の 差[爵 一f21の み の 関数 とな る。
Piに つい て の(3,5)式 を 〈T[φ(Xl)φ@2)]〉 の経路 積 分 表示 の式(3.3)式 に代 入 し 、 まとめ 直す
と以 下の通 りに な る。
〈T[φ(蜘1>-/姻 φ1ρ1φ)[卿1ユ/dφ ∫!Dφ つφ'φ(Xl)φ@2)・'So[φ]『zso[(P']聯']
(3.7)
聯']-/幅 嚇)[x・ ・x小 ∫/Pxつx'e'S・2・2['p,x]一'Sdi2・2[蝉o図 一酬x'〕
(3.8)
S・[φ]一 耐1曜 苧2一 寄 φ4+δ争 曜 一δ誓'φ2染 φ4
S・[X]一 耐1曜 穿X2一 舒X4+i:tiilL・(・・X)2一δ!1'212×2一等Xノ
θφ・,・[φ,Xユイd4… 会2×2一 萼 φ2×2
(3.9)
∫[φ,φt]は影 響汎 関 数[68][69ユ と呼ば れ てお り、φ粒 子 に対す るX粒 子 の 影響 は 全て この汎関 数 を
通 じて現 れ る。 この様 に影響 汎 関数 を用 いて 、注 目してい る 自由度(φ 粒 子)と そ れ以 外の環 境 自
由度(X粒 子)に 分 け る方 法 は 、量子 ブ ラウ ン運 動[52]一[58]や 環境 中 にお け る トン ネ リング現 象
[70]一[72]の議i論 で良 く用 い られ る。
以 下で始 め にx粒 子 の経路 積 分 を実行す る。つ ま り影 響 汎 関数 ∫[φ,φ']を計 算 す る 。次 に φの
経 路積 分 につ い て議論 し 、その 際 に行 な うハ ー トリー近 似 につ いて説 明す る。最 後 に φの経 路積
分を実行 し、相関 関 数 〈φ@)φ(y)〉 のSelf-Consistency方 程 式 を導 出す る。
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3.2.1影 響 汎 関数
この小節では、X粒 子についての経路積分 を実行 し影響汎関数 ∫[φ,φ']を求める。斜 φ,φ']の計
算はいわゆる場 の理論の有効作用の計算 と同じである。場の理論 の計算で 、重い粒 子を積分す る
ことが多いのに対 し、この計算では逆に環境 を構成 している軽い粒子について積分す る。計算の
詳細 は付録BのB.1節 に譲 り、結果のみ を書 くと以下の通 りになる。
翩 一 ・xp-if。td`xai(x){di2(x)-gb'2(:)}











dnk.dnk'はx粒 子 に対 す る位 相 積分 でdnk=d3k/{(2π)32ωk}で あ る。 影響 汎 関 数に おけ る
α2(x,y)の 項 はxo>yOと 川頁序づ け られ て い る。 また α2(x,y)の フー リエ 変換2rx(k)/(1-e← βた・)
が 実 で あ るの は 、T一積操 作が ない ため で あ る。
x粒 子 を積 分 した ため現 れ る核 α1(x)や α2(x,y)は 、熱 グ リー ン関 数で 書 かれ て い る。 このた
め 、これ らの核 の 具体 系 は、図3.1の ダ イアグ ラ ムを有限 温度 中で計 算す る事 に よ り得 られ る。図
中の点 線はX粒 子 の プ ロパゲ ー タ、黒 点 は頂 点(Vertex>に 対 応す る























図3.1:Fの 核 α1@),α2@,g)の 計算 に必 要 な ダ イアグ ラム
α1(x)は 、∫[φ,φ']に現れ る形 か ら分か る通 り、環境 中 にお け る φ粒 子 の有 効 質量 を与 える 。具
体 的な計 算で は0(λ)を 筆頭 に 、0(λ 獲)の 補 正項 を持 つが 、有効 質量 に対 す る高 次補 正 に しか な
らないた め 、計 算 しない 。 またx粒 子 に対 す る時 空 の並 進 対称性 よ り、α1(x)の 座標 依存性 は な く
定数 であ る。
α2@,y)は 非常 に 大事 な項で 、熱 グ リー ン関数 で書 かれ た表示か ら も分 か る通 り、虚部 を持 つ 。
つ ま り中間状 態 に軽 いx粒 子 が 飛ぶ こ とを意味 し、 この 虚 部 、 よ り正確 には 一icv2(c,y)の 虚部が
φ粒 子 とx粒 子 の相 互作 用を記 述す るQllantulllKilleticEquatiollの 導 出に寄 与 す る。α2@,ツ)は
α1(切 と同様 の理 由に よ り、x-yの 関数 で あ る。 またrx(k)はkoに 対 し奇 関数 で あ る。
∫[φ,φ']の計 算 で は 、λ2よ りも高い 次 数の項 も出 て くるが 、これ らの項 はKineticEquationを
導 出 した際 、2対 か ら4対 等 の多 体 過程 として 、あ るい は今 注 目しよ う として い る過 程の高 次 補
正 と して のみ寄 与 す る。それ ゆえ λ2の 項 まで考 え る。実際上 の式 におい て 、α1(X)、 α2(X,y)の 具
体的形 は 、0(λ2)ま で の項 を書 い てい る。(つ ま り0(λ2獲)や0(λ3)の 項 を落 して い る。)相 殺 項
の計 算は 付録BのB,1節 を参 照 され たい。
32.2ハ ー ト リー 近 似 とSelf-Consistency方 程 式
影響汎関数 ∫[φ,φ']を求めたので、次 に(3.7)式 における φの経路積分 について考える。しか
しなが ら φ4の 項が 、f[φ,φ']及び φの 自己相互作用 とその相殺項に存在す るため 、積分を正確に
実行する事は出来ない。そこでハー トリー近似を行な う。ハー トリー近似(平 均場近似)は 、遇
数個の場の演 算子の積 を、その中の2つ の演算子のみ を残し、残 りを2点 の相関関数で置 き換え
る近似であ る。この近似は考えてい る物理量 に対 し、高次の相関関数か らの影響が2点 の相 関関
数からの影響 に比べ充分に小 さい時に有効である。今考えている問題においては φやx粒 子が充
分に希薄 、つ ま り各モー ドの占有数が1よ り小 さいので、この近似は有効であ ると考えられ る。
∫[φ,φ']の核 α2(x,y)の 所にあ るφ4の 項は、(3.10)式 よりψ2@)f(x,y)ψ'2(y)と 言 う形で現れ
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る。ψ 及び ψ'に は φあ るいは φ'が 入 り、f(x,y)に は α2(x,y)あ るいはor壅(x,y)が 入 る。 これ ら
の項 をハ ー トリー近 似 したいの だが 、経 路 積分 が2重 に な ってい るた め真 空期 待値 の計 算の よ う
に簡単 に は実行 で きない 。そ こで(3.7)式 を利 用 し 、経路 積分 を用い た期待 値 を以 下の よ うに定
義 す る。
(〈ψ@)ψ'ω)>>≡/崛 ρ!φ)「卿li/呵 のφ蜘x)th(y)e'So[φ]一'So[tot]聯](3・12)
この式 を用 いて 、∫[φ,φ']に現れ る ψ2@)ノ(x,y)ψ'2(y)の 項 をハ ー トリー近似 す る 。
<<ψ2@)〉>f(x,〃)ψ'2(〃)+ψ2@)∫@,〃)<<ψ'2(y)>>+4ψ@)(〈 ψω ψ'(y)>>f(x・,〃)ψ'(y)(3.13)
上 で定義 した経 路 積分 に よる期待 値 く<…>>は 、演 算子 の期待 値 と密接 に結び 付 いて い る。例 え
ば く<φ(x)ip(y)>>は(3.7)式 よ り以 下の よ うにな る事 が 分か る。
<<φ(x)φ(y)>>ニt「[ρ{φ(x)φ(y)]ニ 〈T[φ(x)φ(y)]〉(3.14)
他 の経 路 積 分 に よる期 待値 も同様 に演 算 子 の期待 値 と結 び 付 いてお り、実際 計 算す る と次 の よ
うに なる。




経路積分 に よる演 算子の期待値 の計 算結果(3.15)式 を用い て 、.7'[φ,φ']の核 α2@,y)の 項 にハ ー




β(∬,初 の定 義 は次 の通 りであ る。
β(x,y)≡4α2(x-y)〈ip(x)ip(y)〉(3.17)





+{φ@)一 げ@)}{β 伽)φ ω)一♂ 購)}}]
以 上 、経路 積 分 に よる期待 値 を用 い たハ ー トリー近 似 につ い て 議論 して きた 。 この ハ ー ト リー
近似 は2重 経 路 積 分で 表 され る相 関 関数 に対 して 、無 矛 盾で 良 く働 くよ うに思 われ る。 なぜ な ら
ばハ ー トリー近似 をす る前 と、した 後の 両方の式 におい て 、相 関 関数 を摂動 的 に計 算 し比べ る と、
と もに 同 じ結 果 を与 え るか らで あ る。
こ こで1つ 大事 な事は ハ ー ト リー近 似 をした ため 、φの 相 関 関 数が 式の 右辺 に入 って きた 事 で
あ る。そ もそ もこの 近似 は(3.7)式 を見て の通 り、〈T[ip(x)ip(y)1>を 計 算す るた めに行 なった もの
であ る。 しか しなが ら(3.17)式 を見て の通 り、この式 は(3.7)式 の右 辺の経 路 積分 の 核が 、求
め るべ き相 関 関数 〈φ(④φω)〉で 書 かれ てい る事 を意味 す る。 つ ま りこの近 似 に よ り(φの相 関 関
数)=(φ の相 関 関数 の汎 関 数)と い うSelf-Consistency方 程 式 に な る。実 際 φの相 関 関 数は この
Consistency方 程 式 を解 く事 に よ り得 られ る。
32.3相 対 時間 効果 の分離 と相 関 関数のSelf・Consistency方 程式
φおよび φ'の経路積分の話 に戻 る。ハー トリー近似をしたため、これ らの経路積分は2次 つ ま
リガ ウシアン積分になる。このため経路積分を解析的に実行で きそ うに見えるが 、実は φ2の項が
非局所的に入っているため出来ない。 一方、非局所的に入 っているφ2の項の核 β(x,y)がsc-yの
関数であれば 、非局所性に もかかわ らず この経路積分が解析的に正確 に実行で きる事が知 られて
いる。
そ こで まず β@,〃)に ついて見てみ る。実は 妖 σに対 しては空間的一一様等方性によ り、β@,〃)
はf-yの みの関数になってい る。一方xo、yOに 対してはそ うはなっていない。と言 うのも(3・17)
式か ら分か る通 りfi(x,y)は 〈φ(x)φ(y)〉に依存してお り、そ こか ら相対時間xo-yOの みならず重
心時 間(Xo+yo)/2の 依存性が現れ るためである。
しか しなが ら相対時間と重心時間の時間スケールを比べて見 ると相対時間は ～1/Mで 重心時間
～1/(λ2M)で ある事が分か る。(Mは φの質量で λは結合定数)こ の時間スケールが どこか ら出
て くるか と言 うと、相対時間に対 しては 自由粒子 の時の計算か らも明らかである。〈φ@)φ(〃)〉の
重心時間依存性 は、相互作用 を切 った時(λ=0の 時)、 その依存性が な くなるため、少な くとも
λに逆比例 している事が 分か る。そ してこれ まで議論 して きた式を見 ると分かる通 り相互作用 に
よる0(λ)の 効果は環境における質量のシフトのみのであ る。これ より重心時間の時間スケールが
1/(λ2M)で ある事が分か る。
この相対時間 と重心時間のスケールの違いと、λ《1か ら重心時間が相対 時間に対 し、非常 に
ゆっ くりと変わ ると言 う近似 を行え る。具体的には重心時 間を止めて(定 数 として扱い)φ 及び
φ'の経路積分 を実行し、相関関数 〈φ@)φ'〃)〉を導出す る。そして、その後重心時間を復 活させ る。
この近似によ り経路積分を正確 に実行す る事がで き、その結果 を用いて φの相関関数 を解析 的に
求め る事が出来る。
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φの 自己相互 作用項 のハ ー トリー近似 に現れ る 〈φ2>も 、重心 時 間 に しか依 存 し ない ため 、この
近 似 に よ り定 数 と考 え る事 が 出 来 る。 ・
またハ ー トリー近似 した後の影 響汎 関数.7'(H)[φ,φ']に 出て くるIm[α2(x-y)]に 比 例 す る項 は以
下 の よ うに書 く事が 出来 る。
づ
一f
。`d4x[f。Xod4y2ilm[α2(x-y)エ 〈φ2胆 盛/dω 「・(籌,o)〈φ・〉(3・19)
つま りλ2の有効 質量を与える事が分か る。右辺の導出に(3 .10)式 における α2@一 シ)の具体形
を用いた。
この結果、計算すべ き φ及び φ'の経路積分は次のよ うになる。
〈T[ip(x)φω)]〉-/姻 φ1ρ1φ)M/呵 つφDφ'φ@)φ ω)e'S8")[φ]一・s8H)[げ]・・'(H)[iplipr]
S6H)[φ]一 創1+k'¢(・ ・ip)2-M≒ δM2φ・一 λ甼 φ(φ2>ip2]
∫(H)M-・xp一 イ 砒 ・d1{φ ・(x)-qst・(y)}
× 叫 危 庖4{ip(・)一(11)t(lv)}伽)ip(x)一 岬 ・剛@)}]
づ
al一 α・-2/dωLt(9,0)〈 φ2>(3・2・)
dlは α1@)と 上で述べたIm[α2@,y)]に 比例す る項の和である。
(3.20)式 の計算が解析的に行 なえる事 については、既に前で述べた通 りである。経路積分は
Gauss積 分であ り、かつ空間的な一様等方性を仮定してい るため 、φの各運動量モ ード
qガ(x・)≡ん 齢 φ(がf(3・21)
ごとに積分 を実行する事が 出来 る。実際各モードの経路積分 は、量子ブ ラウン運動の議論で良 く
用いられる模型か ら来るそれ と殆んど同じであ り、その結果 を利用する事が 出来 る[57][58]。
φの相関関数の計算の詳細は付 録BのB2節 に譲 り、ここでは結果のみを載せ る。
〈T[φ(蜘]〉-/(爵 、-1{9酬 一〃w-ty・)+9・.(掬 ・一∬w-・T・)}
+晒 ・)+R・ 鳳 吻 ・「+(P,te2)鞭 ・)ht.(P,Y・)・一・p・(・o-yO)脚
(322)
㌃@o,〃o)-9`。(→01],:i)9t。(伽1)Z3〈14戸(0)12>+g廴(瑁)gl。(刺)Z$〈lq戸(0)12>
+{9tc(嵐(朗)+gi c(瓦瓶(副 孝R・ 〈{qガ(・),4fi(・)}a,c>(3.23)
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{…}a.,は 反交換 関係 で あ る。重心 時 間をt,=@o+yO)/2と おい てい る。式 中に用 い られて い る
関数 丁(p,t。)、9t。(瓦丁)、htc(p,T)に つい て説 明す る。
ア(p,tc)は(3,17)式 のハ ー トリー近似 で 出て きた核 β@,〃)の4次 元相 対座標 につ いてのFburier
変換 で 、以下 の よ うに定義 され る 。
・(P,t・)≡/d4篝 病")β(x,y)・i・'(・ 一・),・ ±囲 一r(P・t・)士 ・(-P・t・)(324)
r土(p,tc)は 上 記 の 通 りで あ るが 、空 間 的 な一様等 方性が あ るた め3次 元運 動 量 の依 存 性 は 囿 で
入 って くる。 この ためr±(P,t,)はPoに 対 しのみ(反)対 称 な 関数 とな ってい る。
9t(瓦 γ)は 実 関数で 、(3.22>式 よ り相 関 関数の虚部 であ る事 が 分か る。定義 は以 下の通 りで あ る。
蝋 瓦 り 一if二 吻 ・H(P,tc)・-zp・丁 (3.25)
H(p,t。)は 相 関関 数の フー リエ変換 で あ る事か ら も分か る通 り、環境 中 におけ る φの レ ーマ ンスペ





であ る 。r_(p,t。)がPoに 対 し奇 関 数で あ る事 か ら、H(p,tc)も また奇 関 数で あ る事が 分 か る。 こ
のた め9t。(→P,7)は 実 関数 とな る。
、M2(t、)は φの 質量Mと 環境 中 にお け る質量 シ フ ト項 及 び相 殺 項の 和で あ る。質量 シ フ トの 項
には0(λ),0(λ λ斐),0(λ2)の 項 が あ るが 、本論 文 の 内容 にお いて 重 要で は ない の で書か ない 。
これ らの 項の 具体 的 な表式 及びそ の 計算 は付録BのB.2節 を参照 され た い。
φ粒 子 は安 定 粒 子 で あ る。 こ の た め スペ ク トル関 数 をpoの 関数 と してみ た 時 ・真 空 中 で は ・
ω=VPt'i[iiの 位置 の デ ル タ関 数 と、滑 らか な 関数の 和 で 書か れ る。 しか しなが ら環 境 中に お
いては 、H(p,tc)は 不安 定粒 子 の ス ペ ク トル の よ うなブ ラ イ トーウ ィグナ ー型 の 関数 にな る。 環境
中では相 手の 粒子 を見つけ 相 互作 用が 出来 るため であ る 。
H(P,t。)を 完 全 にブ ラ イ トーウ ィグナー一に近似す る と、9tc(瓦 γ)の 定義式(3・25)式 を見 ての通 り・
9t。(→P,T)はexp[一 πr_(Ep,瓦 亡,)7]に 比 例す る。r_(p,t)はPoが 正の領 域 におい て 、φの 状態 に よっ
て は正 に も負 に もな るが 、熱 平 衡状 態 に比 較的 近 い時 は 正定 値 で ある 。それ ゆ えTが 大 き くな る
と、9t。(→P,γ)は指 数関 数的 に0に 近付 く事 が分か る。
厳 密 な事 を言 う と9t(→P,T)は 、丁が 充 分 に大 き くな り、値 が 非 常 に0に 近 くな る と・ブ ラ イ トー
ウ ィグナ ーか らのずれ の影響 が 効 きだ し、Tの 逆 巾で0に 近付 く[75}[77]。 しか し本論 文の議論 に
は 、 この効 果 は殆 ん ど影響 しない た め 、 この事 につ いて これ 以上 は議 論 しな い 。
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相 関 関数 に入 って くる(323)式 の ㌃@o,〃o)項 は 、時刻0の φ粒 子 の演 算子の期 待値 を含んで
い る事か ら も分か る通 り、φの 初期依 存性 を担 う項で あ る。この項 の時 間依存性 は9tc(→P,T)に 支配
され て い る。 それ ゆえ重 心 時 間が 大 き くな る と、 この 項 は指 数 関数 的 に小 さ くな り、相 関関 数の
初期 依存性 が な くな る事が 分か る。
ht。(p,7)は9t。(・→P,7)を用 いて 定義 され る。
姻%d・ 姻 謹 一云二d♂H讐)(げ 一 一1)(3・27)
ht.(p,丁)のT依 存性 は 、9t。(瓦γ)の それ と良 く似て い る。 しか し9t。(瓦の が指 数関数 的 に0に 近 付
くの に対 し、htc(p,τ)は 指 数関 数的 に あ る一定値 に近付 く。 この事 を 見 るた めには 、H(p,tc)を 解
析 関数 の境界 値で 表す と便利 であ る。
H(P,t・)一 …売[FIP・+・0+,凋 一Fレ ・一 客0+,醐]
F[嫻 一'一 一Z2+P2+M2(tc)+々 ωγ碧c)





右辺 第2項 は指 数関 数 的に0に 近付 く項 であ る。 この式 よ りhtc(p,T)は τを無 限大 に飛 ばす と一
定値F[Po-io+]に 近付 く事が 分か る。
上 式の よ うにH(p,tc)を 解析 関数 、F[ろ瓦 司 の境界 値 で書 く事 に よ り、この環 境 中の スペ ク トル
関数 に次 の和 則(SUInrule)が 存在 す る事 が分 か る。
五 ンpOPO姻 一劫 ・副z調 一1+㍉Zφ(3・3・)
δZφは φ粒子 の波 動 関数繰 り込み の相 殺 項 であ る。複 素積 分 の 経路 は無 限 遠の極 を囲 む もので あ
る。 この よ うな経 路 変形 が行 なえ る理 由 は 、被積 分関 数が 無 限遠 と実軸 を除いて 解析 的 だか らで
あ る。
最 後に相 関関数(322)式 が 〈φ(x)φ(y)〉のSelf-Consistency方 程式 で ある事 を確認 す る。この式
の 右辺 はr+(P,t)、9t(以 丁)、ht(ω,瓦7)を 用いて書 かれ て い る。 これ まで 見て きた よ うに 、9t(瓦 丁)、
ht(サω,P,7)はH(P,t)を 用 いて書かれ て い る。そ してH(P,t)はr(P,t)を 用 いて書かれ て いる。つ ま
り(322)式 の右辺 は全 てr(p,t)を 用い て書 かれ てい る事が 分 か る。r(p,t)は(324)式 よ りハー
トリー近 似の 際出て きた核fi(x,y)の フ ー リエ変換 であ る。fi(x,y)は 前節 の(3。17)式 よ り相 関関
数 〈ip(x)φ(y)〉で書か れ て いる。 この 事か ら(322)式 は 〈φ@)ip(y)〉 のSelf-Consistency方 程 式 で
あ る事が 見て 取れ る 。
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3.3Self-Consistency方 程 式 か らKineticEquationへ の 変 形
φの相 関関 数 〈φ(x)il(y)〉を調べ るた め には 、前 節 の のSelf-Collsistency方 程 式 を解 けば 良いの
だが 、複 雑 な形 を してい る。そ こで 以下で この式 を調 べ 、Consistency方 程 式 を比較 的 簡単 な形 に
直す 。その 後 、 この方 程式 を使 い 、よ り便 利 な微 分 方程 式 の形 に書 き直 す。
3.3.1Self-Consistency方 程 式 の フ ー リエ 変 換
始 め にSelf-Consistency方 程式 、(3.22)式 の右 辺 の 重心 時 間の 入 り方 に注 目す る。 重心 時 間依
存性 はr+(P,t、C)、9t`(歪ヲ1,丁)、ht.(ω,瓦丁)(丁=xOoryO)の 関 数 を通 して 入 る。 この中でr+(P,tc)と
佛。(ガ,丁)、ん`。(ω,ガ,丁)の下添 字 を通 して 入る 孟,依存 性 は 、これ らの関数の定 義式 を見 る と、結局 の
所 〈φ(X)di(y)〉の重 心 時 間か ら来る事が 分 か る。 一方9t,,(瓦 丁)、htc(ω,瓦 の の 引 数 τ=xOoryOか
ら来 る もの は 、そ うで はな く、あ らわ(Explicit)に 入 って くる。
そ こで このSelf-Consistency方 程式 を、重心 時 間 に注 目し形 式的 に書 くと以 下 の通 りにな る。
〈φ@)φ ω 〉-A[〈 φω φ(〃)〉,tc],tc-gzo:-lyL:+yO(3・31)
とな る。右辺 の重 心時 間t,依 存性 は くil(x)il(y)〉を通 して 入 って くるもの と・9t。(瓦7)・ht,(ω ・瓦7)
の引数7=xoory。 を通 して あ らわに 入 って くる もの に分 け られ る。
まず初 め に(3.31)式 を以 下の よ うに書 き直す。
〈φ@)φ ω 〉 一 凶[〈φ@)φ(〃)〉,孟,]一凶[〈φω φω 〉,㏄]+凶[〈 φ(皿)φω)〉,㏄] (3.32)
あ らわ な重心 時 間 を無 限 大に 飛ば したA[〈 φ(x)ip(y)〉,o。]は 、実は 非常 に簡単 な形 を して い る。 と
言 うの もこの操作 に よ り、 まず 初期 依存 性 のあ る1ガ(xo,yO)項(323)式 は 、9te(xOor?yO)あ るい
はそ の微 分 がOに な るた め 、 自身0と な る。 つ ま り φの 初 期 依存性 を担 う1ガ@o,yO)項 は な くな
る。 また前節 の(3.29)式 よ り、ht,(p,xOoryO)の 項 は この 操作 で一定値F[po+io+,彫 。]にな る。
これ よ り相 関 関数 のSelf-Consistency方 程 式(3.22)式 の2行 目第二項 は次 の よ うにな る。
R・ 鳰 ⑫ ・「甼 珈 ・一嶇]1・e-ip・(xO-yo)-R・ 鳳 吻 ・憂(認)姻 ・一'・ (xo-yO)
これ らの事 よ り、A[〈iP(x)iP(y)〉,OQ]は 次の よ うに書 き表 され る。
A[〈φ@)φ ω 〉,・ 1-1(ll`ll-p,i{(1[ii!i2:Ps
,tf,))恥)・ 一'p'(・-y)(3・33)
この結果 を用 いて(3.31>式 を書 き直す と次 の よ うに な る。
〈φ剛 〉一 δA[(φω φ(y)〉,t・]+儲 轟 結H(P,tC)・ 一'・ (・一・)(3・34)
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こ こで δA[〈il(x)φ(y)〉,tc]=A[〈 φ@)ip(y)〉,t。]一 凶Kφ@)ip(y)〉,OQ]で あ る。
これ まで 相 関 関数 〈φ(x)φ(y)〉の座 標 表 示 につ いて のSelf-Consistency方 程 式 を議 論 して きた 。
ここか らは相 関 関数 の相対 座標x-yに つい て フー リエ 変換 につい てのSelf-Consistency方 程式 を
議 論 す る。 そ こで 相 関関数 の相 対座 標 躍一写につ いて の フ ー リエ変 換 を次 の よ うに定義 す る。
σ(P・t・)≡/`d`(x-y)〈 φ@)φ ω 〉抑),σ ±囲 一 σ(P,t・)± σ←P,te)(3・35)
空 間的 な一様 等方 性が あ るため σ(p,t,)は 重 心座 標t,=@o+yO)/2の み の依 存性 が残 る。 また 同
様 の理 由で 、σ(p,t。)の3次 元 運動 量依 存性 はlplで 入 る ため 、σ±(p,t,)はPoに 対 しての み(反)
対称 であ る。
相 関関数 のSelf-Consistency方 程 式(3.34)式 を相 対 座標 で フ ー リエ 変換 し 、定 義 した σ(p,t。)




7(P,t・)-2π 纛)/d4(x-y)δ 凶[(ip(x)di(y)〉,翻匪 〃)(3・36)
δA[〈φ(x)iP(y)〉,t。]はcoとy。 の 入れ 変え にお い て 、偶 の 関数 に な ってい る。 それ ゆ え この関数 の
相対 座標 の フー リエ変 換は 、pに つ い て偶 関数 にな って い る。 一方H(p,tc)は 、そ の定義 か ら明 ら
か な よ うにPに つい て奇 関 数に な って い る。 こ のため(336)式 を 、σ_(P,t,)と σ+(P,t。)の2つ
の式 に分 け る と次 の よ うに な る。
{
σ一(P,t、)=2π ・ff(P,t。)
咽 一(2π)H(P,t・)or(P,tC)+(2π)1嬲 姻 〔3'37)
上 の 式 の 右 辺 は σ_(p,t,)、 σ+(p,t。)の 両 方 に 依 存 し て い る 。 つ ま り σ_(p,t。)、 σ+(p,t。)に 対 す る
連 立 のSelf・Consistellcy方 程 式 に な っ て い る 。




と 言 う 量 を 定 義 し ・ こ れ を σ+(P,t。)の 代 り に 用 い る 。 σ+(P,t。)は こ のT(P
,t,)を 用 い て σ+(P,tc)=
{T(p,t。)-7(-p,t。)}σ_(p,t,)と 書 け る 。 ま た こ のT(p,t。)は 定 義 式 か ら 明 ら か な よ う に 次 の 関 係
を 満 た す 。
丁(p,tc)十7-(-p,tc)=-1(3.39)





次 小 節 で こ のT(P,t。)及 び σ一(P,tc)に 対 す るself-Consistency方 程 式 を 用 い て 、QuantumKinet,ic
Eqllationを 導 出 す る 。
3・32QuantumKineticEquationの 導 出
(3、40)式 を用 いてQuantumKineticEquationを 導 出す る。始 めに(3.40)式 の σ一(P,t。)の方
程 式 に注 目す る。 実 は この σ_(p,t。)は 非 常 に弱 くしか時 間に依 存 しない 。 と言 うの も、前 小節 で
述べ た よ うにH(p,t,)の 重心 時 間t,依 存 性 は 、〈φ@)iP(y)〉(今 使 って い る変 数 で言 えば σ(p,tc)、
7(p,t。))を 通 してのみ 入 って くるか らで あ る。そ の結 果 、σ_(p,t。)をtcで 微 分 す る と以 下の よ う
にな る。
ddτ ∂dσ ∂
瓦 σ一(P,t・)=(2π)瓦 ～芹+砿 ∂σ一H(P,t・)(3・41)
譱 、 器 は 少 な く と も0(λ2)の 量 で あ る 。 一 方H(p,t∂ は そ の 定 義 式(326>式 を よ り 、H(p,t。)=
δ(pl-p'2-.M2)c(Po)+0(λ2)で あ る 。 こ れ よ り 豊 匠 二 〇(λ4)で σ一(p,t,)は 非 常 に 弱 く し か 時 問
に依存 していない事が分かる。このため次の ように近似する。
σ一(P,t,)cyσ 一(P,・ 。) (3.42)
σ一(p,oo)の 計 算 は(3.40)式 でt。 一→ooと してSelf-Consistency方 程 式 を 解 く事 に よ り得 られ
る。 この計 算 は次 章 、(4.6)式 か ら(4.11)式 で行 な う。
次 に7(p,t。)の 方 程 式 に注 目す る。 上で 述べ た通 り σ一(p,t,)をt,を 無 限 大 に した もので 置 き換
えた ので 、この式 は τにつ いて 閉 じたSelf-Cosistency方 程 式 とな る。そ こで この 方程 式の 右辺 を
T[T(tc),t。]と 書 き、t。で微 分す る と次 の よ うにな る。
d
而 丁=一 「(P,tc)[卜 叶(舌 ・)-Th。 。]]∂
「(P,t・)=一 死ln(T[T(t・),t・]-T[丁(t・),o。])(3・43)
この式 の導 出 に おい て 、0(λ4)の 項 を落 して い る。具 体 的 には ∂T/∂アの項 は0(λ2)で あ るの で 、
左辺 にお いて1-∂T/∂T-→1と 言 う近 似 を した。 また上 で得 た τ(p,t。)につ いて の時 間発展 方程
式 を 、ツ(P,tc)やr(P,tc)を 用 いて書 き直 す と次 の よ うに な る。
諾7(P,t・)-r-(孟 。。){議ln7(9・,tc)}・(P,t・)T(P,t・)一 ・(-P,t・){1+7(P,t・)}(3・44)
以下で(3・44)式 に現れ る{611inツ(P,t。)}/r-(P,oo)及 びr(P,t・)の 具体的 な形 について計算す る。
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緩和率の計算
緩和 率{～鑑1nッ(p,t、)}/r_(p,OQ)を マ ル コ フ近 似 を用 いて計 算 す る。緩 和 率は 、(3.36)式 にお
け る7(p,t、)の 定 義 よ り、前節で 定義 した 関数9t.(瓦7)及 びht。(p,T)を 用い て書か れ てい る。 また
これ らの 関数 は 、そ の定 義 式 よ り、 スペ ク トル 関数H(p,tc)を 用 い て書か れ て い る。 マ ル コフ近
似 とは 、スペ ク トル関 数 を完全 にブ ラ イ トーウ ィグ ナー型 に近 似す る事 に対 応す る。 実際9t。(瓦7)
及びhtc(p,τ)に と って 、この近 似は 非常 に有効 であ る。
スペ ク トル 関数 を次 の よ うに近似 す る 。
姻 ㍉ 菰(ξ`(P
・-Ep)2+～(P・+Ep)2+E2)(3・45)
場=p2+M2で あ り、E=πr_(Ep,瓦 舌c)/Epで あ る。Eは 結 合定 数 λの2乗 に比例 して お り、小
さいが 有限 な値 で あ る。 この近似 はH(p,te)がPoに 関 して奇 関数 であ る事 を 考慮 して行 な って い
る。 この スペ ク トル関 数 の下で 、9t。(→P,丁)及びhte(p,丁)は それぞ れ次 の よ うに な る。
1
9・c(Pり7)「v瓦sin(E・T)exp[-e7]
h・・(P,T)fitF[p・ 一佩]+ピ 舞 丁[誇 一iE+講 ≡喪]
こ れ ら9t




Cは 重心 時 間t,殆 ん ど よらない項 で あ る。(正 確 には0(λ4)で 重心 時 間 に依存 す る)そ の ため緩
和 率の 計算 に は重 要で は ない 。 と言 うの も緩 和 率 は上の 式 の対 数 を と り、それ を重 心 時 間 ち で微
分 した もの だか らであ る。 また上の計 算 結 果がexp(-2E7)に 比例す る事 は 、次 の よ うに して理 解
す る事が 出来 る 。ッ(p,t,)の 定義 式 に現 れ る δA](p,t,)は 、相 関 関 数のSelf-Consig.tency方 程式 の
右辺 を用 いて定 義 され て いる。一方Self-Consistency方 程 式 の右 辺は 、例えば 今@o,yo)の 項 を見
ると分か る よ うに 、9t。(→OP,x)9tc(瓦〃o)と2次 形式 に なってい る。 また スペ ク トル 関数 をブ ラ イ トー
ウ ィグナー近 似 した 際 の9t.似 ア)及 びht c(p,τ)の 振 舞 い よ り、この2つ の関 数 は共 にe　 CTに 比例
して い る。そ れ ゆ え上 の2次 形式 は 、e-cxOe-fyO=e-2・teと な り、結果 と して ツ(P,tc)は これ に比
例 す る。
以 上の事 よ り、緩 和 率 を計 算す ると以 下 の 通 りに な る。
r-(1P,OQ){轟1咽}'ti-(去 ち)議1・9[・ ・xp(-2・tc)]一 一篝(3・48)
スペ ク トル関 数 をブ ラ イ トーウ ィグナ ー型 に近似 した結 果 、r(P,tc)は 時 間t,に よら な くな った事
が 分 か る。 この ため 、この近 似 を本文で はマ ル コ フ近似 と呼 んで いる。
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r(p,tc)の 計 算
r(p,t,,)は 前 節 の(3.24)式 で定 義 した よ うに 、ハ ー ト リー 近似 に よ り出て きた核 β(x,y)の 相
対座 標 に対 す る フー リエ変換 であ る。 一方 β(x,y)は この ハ ー トリー近 似 に よ り、(3.17)式 か ら
β@,〃)=4α2ゆ 一y)(φ@)φ(y)〉 と相 関 関数 と関係が つ いて い る。α2@一 〃)に つい ては(3」0)式





。..(鬚1σ 一(P',・ )1睾 鶉 も)丁幽+1≡ 輦鴇)(1+T(P・,tc))
前 述 した よ うに 、σ(p,tc):σ(p,oo)と 近 似 した。
rx(p)に(3.11)式 よ り位 相積 分で 書か れた もの を代 入す る。例 えば(3.11)式 よ り位 相積分 で書







dllk=d3k・/((2π)32ω κ),ko=Wk=k2+m2で あ る 。mはX粒 子 の 質 量 で あ る 。 ま たfk=









以 上 計 算 し た 緩 和 率 とr(P,te)を(3.44)式 に 代 入 し 、 ま と め る とQuantllmKilleticeEquatioll










十 δ(4)(p-p'十k十k')[丁(1十 丁')fkノ『kt-(1十7')7ノ(1十fk)(1十 ノk')]
こ こ で ア ニT(P,t),7t=γ(P',t)で あ る 。
(3.52)
}
導 出 したQuantumKineticEquation(3.52)式 はボ ル ツマ ン方程 式 に近 い形 を して い る。 ボル
ツマ ン方程式 との違 いの 中で も最 も大 事 な もの は 、この方程 式 に はい わゆ る011-Shell条 件 課 され
て い ない と言 う事 で あ る。つ ま り
pl一 ゲ ≠M2 (3.53)
この事はT(p,t)が4次 元運動量の関数であ る事に起因している。 またこのため、運動量 とエ ネル
ギー保存則が満たされていると禁止され るような過程 も含んでいる。例えは φ⇔ φxxな どがその
一例である
。
これらの効果は有限時間の場の量子論、つま り量子力学の第一原理か ら出発 しQuantumKinetic
Equationを 導出したために現れた と考 えられ る。短い時間の間なら粒子はエネルギー保存則 を破
る事が出来る、つま りOff-Shellに なれ るため、その間に保存則が厳密 に成 り立 っている時には禁
止 され る過程を通して平衡状態へ と近付いてい く事が出来るわけである。
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第4章QuantumKineticEquationの 平 衡 解
この章 では前 章 で導出 したQuantumKineticEquationの 平衡 解 につい て議論 す る。この よ うに し
て導出 した 方程式 は 、φ粒 子がx粒 子の構 成す る環境へ 同 化す る現 象 を記 述 してい る。 また この方
程 式は 丁佛,の 、つ ま りφ粒 子 の相 関関 数の 方程式 で あ る。 このた め方程 式 の平 衡解 は 、環境 に 同
化を し た際の 相 関関 数 〈iP(X)il(y)〉。qを与 え る。前 章の 始め に述べ た通 り、X粒 子 は温 度Tの 熱 浴
構成 して い る。 この 事 よ り(φ(X)iP(y)〉,qは 、有 限温 度T中 の相 関 関数 〈φ(X)iP(y)>thに 一致 す る と
考 え られ る。以 下でQuantumKineticEquationの 平 衡解 につい て議論 し、相 関関数 〈φ@)φ(y)〉,q
を計 算す る。 その後計 算 した相 関関 数 を、有 限温度の場 の 理論 か ら得 られ る相 関 関数 〈φ(x)iP(y)>th
と比 較 し、両 者が 一致 す るか ど うか を見 る。 また相 関関 数 〈φ@)φ(y)>thは 虚時 間方 を用い て計 算
す る。
4.1平 衡 解 か ら得 ら れ る 相 関 関 数 〈φ(x)φ(y)〉,q
この 節 では 前 章で 導 出 したQuantumKineticEquationの 平 衡 解 を求 め 、そ こか ら平衡状 態 に
おけ る 〈il(x)φ(y)〉。qを計 算す る。平 衡解 を得 るため には ・QuantumKineticEquationよ りも むし
ろ、そ の前 の段 階で あ る 丁(k,t∂ と σ_(k,t。)のSelf-Consistency方 程 式(3.40)式 を用 い た方が 便
利で あ る。 平 衡状態 を見 るため に 、 この式 でt。 一→ooの 極 限 を取 る と以下 の 通 りに な る。
{=∴1灘 嬲 一{=us)=鞭)(4・1)
or(p,oo)=0は ッ(p,t,)の 定義 式(3.36)式 よ り明 らか で あ る。
まず 初 め に 、常識 の第2行 目の式 、7(p,OQ)の 式 に注 目す る と次 の よ うにな って い る。
0=r(p,oo)7(1ρ10c)-r(-p,OQ)(1十r(p,Oo))(4.2)
こ の 式 のr(p,OQ)に 、 前 章 で 得 た7'(p,t∂ の 表 式(3.51)式 のt,一 →ooを 取 っ た も の を 代 入 す る と
以 下 の よ う に な る 。







+2δ(4)(p-〆+k-k')[τ(1+7')!k(1+ノ の 一(1+丁)丁'(1+ノ κ)!κ']
+δ(4)(P-〆+k+k')[丁(1+7')嫉'一(1+τ)7'(1+fκ)(1+刺 }
こ こで 丁=7(p,oo),Tt=τ(p',OQ)で あ る。dHkやfhの 定 義 につ いて は前 章の(3 .52)式 を参 照
され たい。 この式 の導 出は 前章 にお け るQuantumKineticEquation(3 .52>式 の導 出 と全 く同 じ
で あ る。実 際 この式 は 、(3.52)式 の 右辺 のt.一 →OQの 極 限 を取 った もの と一致 して い る。
(4.3)式 は7(p,oo),σ_(p,oQ)に つ いて の汎 関数方程 式 にな ってい る。つ ま りSelf-Consistency
方程式(4.1)式 の 第1行 目の式 、σ_(p,oo)に つ いての式 と併 せ て 閉 じた方程 式 となって い る。 こ
のた め一般解 を求め る事 は難 しい。 しか しなが ら、丁(p,oo)の 式 の右辺 を見 てみ る と、σ一(p,OQ)が
全 体 に掛 か る形 で のみ 現れ る事が 分か る。 また7(p,o。)に つ い ては 、ボ ル ツマ ン方 程式 と類似 の
詳細 釣 り合 いの構 造(Detailedbalance)を 持 ってい る。 これ らの 事か ら解 を捜 し出 して や る事が




これが(4.3)式 の解 にな って いる事 は 、4次 元 運動量 のデ ル タ関数 のPo成 分 、つ ま りエ ネルギ ー
保存 に注意 す る と明 白で あ る。 この他 に も解 が存 在す る可 能性 もあ るが 、 ここでは 考え な い。
また この結 果 よ り・(4・1)式 と(4.4)式 よ りr+(P,oc)とr_(P,OQ)の 間 に関係が つ き、次 の よ
うにな る。
r+(P,・ ・)一 ・・th聖 ・一(P,・・)(4.5)
次 に σ_(p,㏄)のSelf-Consistency方 程 式 に 注 目 す る 。 前 章 の(3.49)式(r(p,te)と σ(p
,t,)の
関 係 式)を 用 い て σ_(p,oo)のConsistency方 程 式 をr _(k,oo)のConsistency方 程 式 に 読 み 直 す 事
が 出 来 る 。 そ の 際 上 で 得 た(4.5)式 を 用 い る 。 そ う し て 得 たn(p
,oc)のSelf・Consistellcy方 程 式
は 次 の よ う に な る 。
r-(P,・・)-8儲1燗 ・・(P+〆)
(。_告1-。 一β,'。)(4・6)
姻 一(P2 -M2(..)一 缶驚12+(Tr -(P,。.))2
rx(P)の 定 義 に つ い て は 前 章(3.11)式 を 、H(P
,t。),M2(t∂ に つ い て は(3.26)式 を 参 照 され た い 。
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この 式 はr_(p,。 。)に つ いて の 汎 関数方 程 式 にな って お り、その 解 を厳 密 に 求め る事 は難 し い。
そこでr_(p,OQ)を 摂 動 的に求 め る。σ_(p,oo),n(p,oo),M2(c,c))は 全てr-(p,oo)で 書かれ て た
め、r_(p,oo)を 摂動 的 に求 め る事 に よ り、これ らの量 も全 て摂動 的 に求め て い く事が 出来 る。
r_(p,oo)の0(λo)及 び0(λ)の 項 は(4.6)式 の 右辺が λ2に 比 例 してい る ためOと な る。
rgo)(P,㏄)一 ・9)(P,。。)-0(4.7)
この結果 、σ_(p,㏄)は0(λ)ま での計算で次の ようにな る。
σLO)+(1)(P,・ ・)一(2π)δ(P2-M2-[δM2]('))・(po)(4・8)
[δM2](1)は 環境 に よる0(λ)の 質 量 シ フ トの効 果 で あ る。[δ、M2](1)はr_(p,OQ)に 依 存 しな く、単
なる与 え られ た 数で あ り、具体 形 は次 の よ うな もの にな る。
[δM・](1)一金/(2講 　 βω1-1書(T》m)(4・9)
r_(p,oo)の0(λ2)の 項 は 、 σgo)+(1)(p,oo)=(2π)H(o)+(1)(p,OQ)だ か ら で あ る の で 、 上 で 得 た





drIp=d3p/((2π)32Ep),E多=p£+M2で あ る。 また この式 は 、rx(p)の 位 相積 分 で 表 され た表 式
(3.11)式 を用 いて 次 の よ うに書 き直 す事が 出来 る。
rsz)(P,。。)→ →(4・11)一 詈/岬 職(2π)3δ(3)(ガ+ガ+刷
x{δ(po+E,'一 ωk一 ωk')[ル(1+fk)(1謝 一(1+ル)舷']
+2δ(po+E〆+叫 一 ωk')[ん'ノk(1+fk')一(1+ん)(1+ノ κ)fk・]
+δ(po+E〆+ωk+ω た')[ル/k!k'一(1+ル)(1瑚(1+fk')]
+δ(po-E,'一 ωk一 ωた・)[(1+ルX1+fk)(1+ル)一 ル 燃']
+2δ(po-Ep'+ωk一 ωk')[(1+ん 欄1+ノk')一 ル(1+!k)!た']
+δ(po-E〆+ωk+Wk,)[(1+fp')鰊 一 ル(1+ノk)(1+fk')] }
こ こで ん=1/(eEp/T-1)で あ る。 また得 られ たrL2)(k,oo)を 用い てH(P,oo),M2(OQ)を 求 め る
事が 出来 る。 ここで言 って い るM2(OQ)の 計 算 とは 、0(λ2)の 質量 シ フ トの項 を計 算す る事 に対応
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す る。n(p,㏄),M『2(oo)の 計算 につ いて は本論 文では重 要 な役割 を果 た さな いた め 、計 算 の詳細
を付 録BのB.3節 に譲 り、結果 のみ を以 下 に まとめて 書 く。 ・






H(2)(网 一 ア々 ω撫
ωち)
[M2](。 。)-M2+[δM2](')+[δM2](2)+(相 殺項)
[δM2]②一 一rb?2[1(2轟粛 一1]・「ひ 再(出1]
一/
(霧 、T← 卿 一(P,・ ・)・-ip・(x-y)
/44P1「L2)(P,o.)・ 細)
[M2](OQ)に 含 まれ る(相 殺項)は 、H(k,oo)の 発 散 と打 ち消 し合 う。 これが 前 節で 導 出 したSelf-
Consistellcy方 程 式か ら得 られ る平 衡状 態 に おけ る φの相 関 関数 であ る。




を実時間の相関関数に焼 き直してやる必要があ る。そこで初めに、虚時間グ リーン関数 と実時間
の相関関数の関係について議論する。
虚時間グリーン関数の定義は以下の通 りである。
〈T[φ圃 崛)]〉 β一廿[需 丁[綱 φ圃](413)
一 廿隣 艶 圃 評 圃 φ(・凶 伍一)評 岡 φ(・)]θ(71-72)
+廿[e-fiHt・teHω ・(・・一ηz(β)){　 φ(・)誣 陋)評(一)φ(・)]θh)
Z(β)=tr[e一 βHf・t]であ る。Ht。tは 全系の ハ ミル トニ ア ンで 、戸 は運動 量演 算子 であ る。虚時 間グ
リーン関 数は 一β<Tl-T2<β の 領域 で定 義 され てい る。Tl-72,妨 一碗 の 関数 に な ってい る
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事が見て取れ る。この関数は虚時間に対 して周期 βの周期性 を持つ。
　ウ ロゆ
くT[φ(r,f)φ(0,0)]〉 β=〈T[φ(丁 一 β,f)φ(O,0)]〉 β
ロレ 　う
〈T[φ(T,f)φ(0,0)]〉β ニ 〈T[φ(τ+β,あ)φ(0,0)]〉β(4・14)
そ こで虚 時 間 グ リー ン関数 をスペ ク トル表示 し、それ を フー リエ変換 す る と次 の よ うにな る。
f。βd7/d・x〈T[φ(ゆ)φ(・,δ)1>β・一 一 隠dω £(翌(4・15)
ρ@両 一(1-・ 一βω)(2π)3Σ ・-fiE・i〈nlip(0)lm>12δ(ω+E・-Em)δ(3)(ガ ー 画 ・緬m)
n,m
となる。ωn=2rin/β,(n=O,±1,±2,…)で あ る。ρ(ω,切 は有 限温 度 中の レーマ ンスペ ク トル
であ る。そ の定義 式 か ら ω につい て奇 関数 に なって お り、3次 元運 動 量に対 しては 囿 で依存 す る
事が 分か る。 また ωが 正 の領域 で 正定値 にな る事 も分か る。ln>,lm>は エ ネルギ ー と運動量 の 固
有状 態 で 、En,Em,廐,厄mは その 固有値 で あ る 。
一方有 限温 度 中の 実時 間の相 関 関 数は次 の よ うに定 義 され る。
〈ip(x)ip(y)>th一 需 φ箇)ip(x・)(4・16)廿[
㎞[e翡'・ 酬 一・cg)・-i戸・(島一f・)φ(・)・一 軌 乞戸・(f・-f・)φ(・)]
で 与 え られ る。XO,yOは 実時 間で あ る。有限 温度 中の 相 関関 数 もX9-X8,f1-f2の 関数 にな る
事が 分 か る。 この 相 関関 数 をスペ ク トル表示 す る と次 の よ うに な る。
〈il(x)φ(・)>th一 儲31喋 磊 ・一(417)
虚時間グリーン関数のスペ クトル表示の式(4.15)式 と、有限温度中の相関関数のスペ クトル表
示の式(4.17)式 を見ると、両方 とも有限温度中の レーマンスペ クトルを用いて書かれている事が
分か る。それゆえ次の ようにして実時間の相関関数を得 る事が出来 る。まず初めに虚時間法を用
いて虚時間グ リーン関数のフー リエ変換 を計算す る。虚時間グリーン関数は虚時間に対して周期
関数であるため 、そのフー リエ変換 は(4.15)式 を見ての通 り、離散的な点 ωnで 定義 され る。そ
こで ω.に 対 して解析接続 を行 ない、次のように解析関数を定義する。
(解析接続)
罵dω £(翌 一 ひ 響(4・18)
この解析関数の実軸に対する境界値 を計算する事で レーマンスペ クトルを得 る事が 出来る。
ρ(ω,P・一却 二 伽'ω瑠2。+)-!二4♂ ♂彡惚 。+)](4・19)
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この求めた レーマ ンスペ クトルを(4,17)式 に代入す る事で有限温度中の相関関数を得 る事が出
来る。.
虚時間グ リーン関数のフー リエ変換は離散的な点の上で定義 されているため、(4.18)式 で行なっ
た解析接続は一意 には決 まらない。しか し次 の2つ の条件 を解析関数に課す事 によ り、接続を一
意に行な う事が出来 る。
・解析関数が実軸 を除いて解析的
・同 一→OQで 解析関数の絶対値が0に なる。(★)
一つ 目の条件は実時 間の相関関数が満たすべ き性質の一つであ り
、当然課せ られ るべ き条件であ
る。2つ 目の条件は ρ(ω,切の有界性か ら来 る。この事は φの交換関係の熱期待値 を計算する事に
より得 られる。
〈[φ(師(嚇h-/(鵄3隈 ⑫・P・ρ(P・司 脚 一毒 δ(・)嗣
∴!ンW,切 一 毒(42・)
繰 り込 まれた演算子を考えているため、交換関係が波動関数繰 り込みの分だけずれ る。これ より
解析関数に課せられ る2つ 目の条件の理由が分か る。
(Pzl-〉 。。)
鵡4碧 一 劫(4・21)
以上 、虚時間グ リーン関数 を用いて実時間の相 関関数 を求め る方法について議論 して きた。こ
れ より虚時間法を用いて、虚時間グ リーン関数のフー リエ変換 を摂動的に0(λ2)ま で計算 してい
く。虚時間法では、虚 時間グ リーン関数のフー リエ変換 を、通常の場の理論の真空期待値の計算
のよ うにファイマン則 を用いて計算する事が 出来 る。虚時間法におけ るファイマ ン則 については
付録AのA.1節 を参照 され たい。φの虚時間グ リーン関数のフー リエ変換(2点 関数)に 寄与す
るダ イアグラムは 、0(λ2)ま での計算では図4ユ の通 りである。図の実線は φ粒子のプロパゲー
タ、点線はX粒 子のプ ロパゲ ータに対応してい る。また黒点は頂点(Vertex)に 対応 している。こ
の図には相殺項に対応する図 を載せていない。実際の計算 にはこの図の他 に、質量相殺項や波動
関数相殺項、更に様 々な相互作用に対応す る頂点(Vertex)の 相殺項に対応す るダ イアグラムが
ある。 またそれだけでな く相殺項と頂点が絡んだダ イアグ ラムも存在す る。これ らの ダイアグラ
















図4.1:φ の2点 関数 に寄与 す る ダ イアグ ラ ム
図4.1の ダ イアグ ラム よ り、φの2点 関 数F(ωm、,p)は 、以 下の計 算 を行 な う事 に よ り求め る事
が 出来 る。
F(w・n・ pl-△ φ(P1)一△φ(P・)[会/(錯3丁 写 △・(k)]△φ(Pl)
+△ φ(・)1)[許 牾 肇 丁・濡 △φ(P)△・鵬(Pl-P-k)]ム φ(Pl)
+ム φ(Pl)[¥{儲 ・丁昇 △φ(P)}・{/(谿 ・丁黔 啣 州 △φ(Pl)
+△ φ(Pl)[{会嚇 丁写4㈹}]△ φ(酬 相殺項)(422)
2点 関数 を通 り抜 け る運動 量 をPl=(づ ωm1,Pl)と してい る。 △φ(p)と △x(k)は 有 限温度 中の 自由
粒子 のプ ロパ ゲ ー タで 、次 の よ うに与 え られ る。
△φ(P)一
一ω海A㈹ 一 一[I」1'11±FE52+w2(4・23)
ダ イアグラムの 各項の具体的な計算 は付録CのC.1節 に譲 り、ここでは上の式を計算 した結果の
みを書 く。
編)-1-一 ωlt1+pe+[M]2(㏄)+隠 磯,辱)(424)
F(ωmpガ1)の 関数 の 形 は 、 自己エ ネルギ ーの項 を幾何 級 数 的 に足 しあ わせ る事 に よ り得 られ る。
F(ωm、,昂)の 計 算結 果 に、[M]2(OQ)やrL2)@,角,oo)の よ うに前節 で用 いた もの と同 じ関数が 現れ
て い るのが 大 事 な点 であ る。
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以上虚時間法を用いて虚時間グ リーン関数の フーリエ変換 を計算した。そこでこの節 の初めで
議論 した ように、この関数 を解析接続する。 ・
(解析接続)
F(ωm,P)→F(z,pb (4.2J「)
解 析接 続 して得 た解 析 関数 、F(x,切 は 、(★)の 所で述べ た条 件 を満 た して い る。 この 解析 関数 を用
い て実軸 に対 す る境 界条 件 を計 算 し 、有 限温度 中の スペ ク トル 関 数 を計 算す る と次 の よ うにな る。
rL2)(P,㏄)
ρ(po,P)=(4.26)(
P2一 囲(。 。)-n②(P,。 。))+(7rrL2)(P,・ 。))・
これ よ り有限 温度 中 の相 関関数 を計 算 す る と次 の よ うにな る。
(q5(x)gl)(y)>th-/(鄭1÷ 伽(
P2-[漏 望(諜 差1論)(P,。 。))2(4・27)
4.3〈 φ(x)il(y)〉 。qと 〈φ(x)iP(y)>thの 比 較
(4.12)式 の相 関関 数 〈φ(x)ip(y)〉,qと 、(4・27)式 の 相 関 関数 くip(x)ip(y)>thを 比 べ る と、完全 に
一致 してい る事が 分 か る
。
〈φ(X)ip(y)〉 。q=〈 φ〔X)φ(y)>th (428)
つ まりQuantumKineticEquationの 平衡解か ら得 られ る相 関関数 〈φ@)φ(y)〉。qは、有限温度の
場 の理論から計算 され る相関関数 と摂動論の範囲で一致する。
前章で議論 した ように、相関関数 〈φ(のφω 〉は、相対時間だけでな く重心時間に も依存する。
一方有限温度中の相関関数 〈φ(x)iP(y)>
thは 、時空の並進対称性により相対時間のみの関数 となる。
この章での議論 よ り、〈φ(④φ(〃)〉は 、重心時間が無限大の極限 を取 ることに より、この並進対称
性 を回復す る事が分かる。
このように前章で議論 したQuantumKineticEquationの 平衡解は、重心時間が無限大の極限
でボル ツマ ンーギブス統計 を満たす状態に落 ち着 く事が分かる。
(t,→o。)
〈di(x)di(y)〉-tr[幽 φω)]一 廿 階 φ@)il(y)](4・29)
tc=(xo+yO)/2で あ る。Ht。tに は相 互作 用項 も含 まれ て い る。 この式 は、一般 に 自由場 近似(自
由粒 子 近似)の 結 果が 常 に 正 しい とは 限 らない 、と言 う事 も述 べ て い る。
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第5章 暗黒物質のエネルギー密度
第3章 及び第4章 で、QuantumKineticEquation及 びその平衡解について議論 した。導出した方
程式は 丁(p,t。)、つま り相関関数の方程式である。暗黒物質量の計算のためには、この方程式に基
づ き数密度 、あるいはエ ネルギ ー密度の方程式 を導出す る必要がある。そこで この章ではその前
段 階として 、エネルギ ー密度等の物理量を相関関数を用いて定義し、それ らについて議論す る。
具体的には相関関数を用いてエ ネルギ ー密度を定義 した後、その平衡状態におけ る値について
計算す る。次に平衡状態のエネルギ ー密度が、有限温度の場の理論か らも導出 され る事 を示 し、こ
れについての幾つかの議論 を行な う。この章における議論では、準粒子近似(自 由粒子描像)と
い うのが非常 に重要なキーワー ドにな る。
この章の最 後で準粒子近似が成立す る場合には、前の章で導出 したQuantumKineticEquation
が完全 にボル ツマン方程式 を再現 し、KineticEquatiol1が ボル ツマン方程式の一般化になってい
る事を示す。
5.1エ ネル ギ ー密 度 と相 関 関 数
前 章 まで で議 論 して きたQualltulnI(ineticEquationは τ(k,tc)の 方 程式 で あ る。 この τ(k,t,)
を用 いて 相関 関数 くip(x)φ(y)〉は次 の よ うに書 き表 され る 。
〈φ剛 〉一 儲4σ(躍 ・圃 一 一儲 、a-(P,t・)T(-P,tC)e-'・'(・ 一・)(5・1)
第3章 で 示 した通 り、σ_(p,t。)ニ2πH(p,t。)ty2rH(p,OQ)と 近似 出来 るの で 、相 関関 数 は結 局 、
以 下の 通 り書 き表 す事 が 出来 る。
〈φ(蜘 〉一 一/(鵄3E(P…)7(-P,t・)e-ip'(・-y) (52)
H(p,oo)あ るいは σ一(p,oo)に ついては前章の(4.12)式 を参照 され たい。丁(p,tc)が分かれば φ粒
子の相 関関数つ まり暗黒物質の相関関数が求められ る事 になる。相関関数が分か ると様 々な物理
量を計算する事が 出来る。今最 も興味のある物理量は φ粒子のエネルギ ー密度であ る。φのエ ネ
ルギー密度の定義 ρφを 以下の ように定義する。
ρφ ≡ 〈1φ2+1(▽ φ)・+誓 φ・一(t目殺項)〉(5・3)
51
Mは φ粒子の質量である。エネルギー密度は複 合演算子、つ ま り場の演算子の同じ次空点の積で
表 され る。このため複合演算子繰 り込みが必要 とな り、それ に応 じて相殺項が現れる。複合演算
子の繰 り込みの詳細及び相殺項の計算については、付録Dを 参照 されたい。
(5.3)式 より、φ粒子のエネルギー密度は、相関関数 〈φ(x)iP(y)〉のx-→yの 極限で書かれ る
事が分かる。φのエネルギー密度を τ(P,t。)を用いて書 くと以下の通 りになる。






Ep=MF-]iiEiで あ る。2行 目か ら3行 目へ の式 変形 にお い て 、3章 のT(p,t。)に つ いての 関係
式(3.39)式 及 びH(p,t,)に つい ての和 則(Sum-rule)(3.30)式 を用 いた 。
以 下で(5.4)式 を更 に詳 し く解析 して い く。 そ こで まず 初め に3統 合の の 第2項 に注 目し 、こ
れ を具 体的 に評価 す る。 この項 をAと 名付 け る。この項 は(Po-Ep)2がH(P,OG)の 前 に掛 か って
い る ため 、以 下の よ うに近似 す る事が 出来 る。
A-lf(霧3∠..dp・(P・-Ep)2H(P,・ ・)-1儲3∠.Gdp・ 諾)鐸+・(λ ・)(5・5)
と言 うの も(4.12)式 よ り、H(p,oo)の 分 母 はp9一 磅+0(λ)+0(λ2)と 言 う形 を してい るた め
で あ る。 この ためpo;Epの 極 を分 子 で相 殺 す る事 に よ り、上の 式が 出て くる。
(5.5)式 に現 れ るrL2)(p,oc)に(4.11)式 の 表式 を代 入 し、Po積 分 を実行す ると次の よ うにな る。
A・ ・>2/d・lkdnk・dn,dH,・(2π)3δ(ガ+グ+繭2Ep(5.6)
x「(ノ 脈'E
p+Ep'一 ωκ一ωκ')2+2(講1嘉 ω擢)・+(聯 肇畿)・]
Wk=k2+rn2でmはx粒 子 の 質量 で あ る。 興味 あ る温度 領 域 はT〈Mで あ る。 その た め計
算 結 果 に はボ ル ツマ ン因子e-M/Tで 指 数 関数 的 に抑制 され て い る項 を落 してい る。 具体 的 には
(4.11)式 に おけ るfp'に 比例す る項 を落 した 。 また(5.5)式 のPoの 積 分区 間が(0,00)で あ る事
と、(4.11)式 に現 れ るデ ル タ関数 の ため 、po+Epを 含 む項 も またボ ル ツマ ン因子 に よ り抑 制 さ
れ る。 このた め これ らの項 も落 した。
(5.6)式 は実 は発 散 してい る。 しか し この発 散 は(5.4)式 にあ る(相 殺項)に よ り取 り除 かれ
る。(5.6)式 の右辺 の大 括弧 の中 を見 る と、fkあ るいはfk,に 比 例 してい る項 と、それ らの積 に比
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例 している項 に分け る事が出来る。実は 点 あ るいは ル に比例 している項は 、この(相 殺項)の 一一
部と完全に相殺てしまう。この事 を簡単に見てみ る。姦 あるいは ノた'に比例 している項 を具体的









ここでBl及 びB2は 温度 に依存 しない定 数で 、結 合定 数 λに も依 存 しない。但 しBl及 びB2は 発
散す る量で あ る。〈… 〉βは熱 期待値 で あ る。T》mで あ る時 、〈X2>はT2に 比 例 し、〈戈2+(▽X)2>
はT4に 比例 す る事か ら、それ ぞ れ の項 は 、(発 散)×T2、(発 散)×T4で あ る事が 分か る。φ粒 子
のエ ネルギ ー密 度 は繰 り込 まれ た演 算 子[φ2+(▽ φ)2+M2φ2]/2で 定義 され て い る。 そ のた め φ
粒子 のエ ネルギ ー密 度の演 算子 は 、複 合演 算子の繰 り込 み にお いて 、x2な ど と混 合す る事 にな る。
実 際X2及 び 戈2+(▽X)2と の混 合 係数 を計算 す る と 、そ れぞ れ 一2λ2B1、 一λ2・Blと な る。 この 混
合係 数 の結果 と うえ の ∫鳶に比 例 す る項 を比べ て み る と分 か る通 り、これ らの項 は 互い に完 全 に相
殺 し合 う。 またT》mで あ る時 、〈X2>はT2に 比例 し 、〈戈2+(▽X)2>はT4に 比例 す る事 か ら、
fkfk,に 比例 す る項 も一一部 相殺 す る。 この相殺 項 はx4と の混 合の結 果 出て くる もので あ る。 こ
の結 果 凶 の発 散は 完 全に取 り除かれ る。Blや 、B2の よ うな複合 演算子 の繰 り込 み に よ り出て くる
相殺 項 の計算 につい て は 、次 節 で も述べ るが 、 よ り詳 し くは付 録Dを 参照 され たい 。
Aの 計 算 の話 に戻 る。Aか ら(相 殺項)と 相殺 す る発 散す る項 を取 り除 いた もの をARと す る。
り 　り
上 で述べ た よ うにv4Rはfkfk,に 比 例 す る項 のみ を含 ん で い る。 その ためkあ るい はk'に つい て
の積分を考えた時、圃 やlk'1が せいぜ い温度T程 度の所まで しか寄与 しない。そこで(5.6)式
の右辺の被積分関数を 庵/.Mあ るいは ρ/Mで 展 開し、最 も効 く項のみ を取 り出す と以下の通 りに
なる。
λ2P2(5
.8)船32 π・1d晒 嗣2)噸..伽 琴
この積分はm=Oと すると正確に実行をしてやる事がで き、結果は次の ようになる。
v4R-・ λ2景,・-69}2。 (5.9)
ARの 計 算に際 し落 した項は 、ボル ツマ ン因子e-MITで 抑制 され た項 と、温度Tの8以 上のべキ
の項であ る。
次に(5.4)式 の3行 目の第1項 に注 目し、これを評価 してい く。この項はAの 項 と違い、0(λo)
の項を含んでい る。 ここで φ粒子が充分に平衡に近い場合を考え、この項の積分 を評価する。前
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章の議論 よ り、平 衡状 態に 近い こ とか らT(p,t。)Ct1/(eβP・-1)と 考 え る事が 出来 る。実 は この時
には 、Po積 分 はPo=Epあ た りが1番 効 いて くる。つ ま り0(λo)の 項がこ の 項 を支 配す る と言 う
事 であ る。この ため(5・4)式 の3行 目の 第1項 の積分 は 、H(P,㏄)Yδ(Po-Ep)/2Epと 近似 出来
る事 を考慮 す る と、次 の よ うに な る。
儲 ・f。..dp・(綱 姻 丁(P・t・)・・/(鵄,嗣 購)(5・1・)
これ以外の項 、つ まりもともとの積分に含 まれる0(λ)や0(λ2)の 項は、ボルツマ ン因子e-MITで
抑制 されている。このため0(λo)の 項 と比べて結合定数の分だけ小 さいため、ここでは無視する。
以上の計算 より・φ粒子が熱平衡状態 に近い時には、そのエ ネルギー密度はT(P ,t,)を 用いて次
のように書かれ る。 またこの式はM》T》mを 仮定している。
ρφ㈲ 空儲3鵬,醐+・ λ・fig,・-6912。N1・4×1r・(5.11)
この結果 よ りρφ(tc)の 時 間依 存性 が 丁(Ep,瓦 オ,)を通 じて現 れ る事が 分か る。 この 量はOll-Shell
の
上 」明 二p2+M2で 定義 されている。このため時間発展 自身は、通常のボルツマ ン方程式にした
が う事 にな る。 つ ま り平 衡値へ の接 近がOn-Shell量 の熱平 均値 に よって決 定 され る。時 間発 展に
つ いて は この 章 の最 後 の節 、及び 次章 で議 論す る。
次 に平衡 値 につい て 考 え る。φ粒 子が 完 全 に平 衡状態 の 時 は 、τ(Ep,瓦 孟∂ ニ1/(eβE・-1)と な
る。 これ よ り
ρ3・・/(爵3
,β冩1+・ λ・ffl(5・12)
となる。但 しこの式はT/M《1/(v/Eλ)～300/λ で有効 な式である。上式 を見ると平衡値は、通
常考えられているもの と第2項 目の分だけ違 うものになる。この項はv4Rの 計算から来た ものであ
る。第2項 は0(λ2)の 量である。 このため温度Tが φの質量に比べそれほど小 さ くない時には、
第1項 目に対 し無視する事が出来 る。 しか しなが ら温度Tが 充分小 さくなると、第1項 が指数関
数的に小 さくな るのに対 し、第2項 は温度のべ キで小 さくなるため、こちらの方が効いて くる事
が分かる。
(5・4)式 まで戻ると・この平衡値の由来 を見て とれ る。(5.4)式 に τ(P,t。)の平衡値の値を代入
す ると次の ように各事が出来る。
醗1儲31磐 恥)一 〈(相殺項)〉 (5.13)
積 分 区間は 一〇〇<Pμ 〈ooμ=O,1,2,3で あ る。(5.12)式 の 第1項 はH(P,OQ)、 つ ま り環 境 中の
スペ ク トル をデル タ関 数で近 似す る事 で 得 られ る。実際 の所 ・比較 的 高い温 度で は ・Po積 分 でEp
当た りの所 が 支配 的 にな り、H(P,oo)を デ ル タ関数 として近似 で きるた め平衡 値 としては 自由粒子
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の ものが 出 て くる。 この近 似 は準 粒 子近 似 と呼 ば れ てい る。 しか しなが ら低温 にな る と、Po～Ep
の辺 りは 、前 に掛 か ってい る7(p,OQ);1/(eβP・-1)に よ り指 数関数 的 に抑 制 を受 け る。その結 果
平衡値 の積 分 は 、積 分 区 間全体 か らの 寄与 を受 け る。つ ま り低 温で は準粒 子 近 似が 有 効 では な く
な り、そ の ため 温度 のべ キ の項が 出て きた と考 え られ る。
5.2有 限 温 度 の 場 の 理 論 を用 い た エ ネル ギ ー 密 度 の 計 算
前節で議論した平衡値 ρ謬qは、有限温度の場の理論、つまりボルツマンーギブス統計からも導出
する事が出来 る。そ こでこの節では虚時間法を用いて φのエ ネルギー密度 の計算 を行な う。φの
エネルギ ー密 度の定義は以下の通 りである。
ρbh≡ 〈-1φ2+1(▽ φ)2+IM2φ2-(相 纐)〉 ・h
… 需{-1φ ・+1(▽φ)2+IM・ φ・一(相殺項)}](叫
この節に限 り、虚時間法を用いるため 、φについているドットは虚時間による微分 とする。そのた
め前節における φのエ ネルギ ー密度 と比べ 、φの符合が逆転 している。
以下で虚時間法 を用いて、ρbhを摂動的に0(λ2)の 項 まで計算する。 まず0(λo)の 寄与を求め
る。計算は良 く知られてい る自由粒子の計算と同じであ り、結果は次の ようになる。
(ρbh)(・)-/(爵3♂ 縹 磬
1(5・15)
続 いて0(λ)、0(λ2)の 寄与 を計 算 したい のだが 、こ こに来 る と ρbhが 複合 演 算子 に よ り定 義 さ
れているため、その繰 り込みを考える必要が出て くる。そこで少 しペ ージを割いて 、以下で複合
演算子の繰 り込みついて述べ る。
複合演算子の繰 り込み
複合演算子の繰 り込みには、良 く知 られているように、他の演算子 との間に混合が現れる。今
繰 り込 もうとしている演算子は φのエ ネルギー密度 咒φであるため、質量次元4の スカラー及び
2階 のテンソル演算子の混合を考える必要がある。本論 文で用いてい る模型において、これ らの
演算子には次 の ものがある。
φ2,)～,φ2×2,φ4,)(4,(∂ φ)2,(∂)()2,∂ μφ∂レφ,∂ μX∂vX (5.16)
(∂φ)2ニ ーφ2-(▽ φ)2で あ る。φ2、X2は 質量次 元2の 演 算子 で 、他 は 全て 質量次 元4の 演算子 で
あ る 。
55





02 ,iは質量次元2の 演算子で 、04,iは 質量次元4演 算子 であ る。φのエ ネルギ ー密 度は ρ夢=〈[究 φ]>th
なの で、(5.14)式 の(相 殺 項)は(相 殺 項)=Σ 孑Z!2)〈02 ,i>th+ΣIZI4)〈04,i>thで あ る。
複合演算子の繰 り込み 自身は演算子レベルの話 であ り、熱期待値 の計算 とは関係がない。その
ためZiは 発散 してはいるが 、温度Tと は関係が な く単なる数である。繰 り込み定数Ziの 計算の
詳細は付録Dに 譲 り、ここではその計算の概説 をする。
[究φ]は、その定義式(5.14)式 か らも分か る通 り、繰 り込 まれたスカラー演算子[φ2]と2階 のテ
ンソル演算子[∂μφ∂、φ]を計算する事で求め る事が 出来る。 この2種 類の繰 り込 まれた演算子は、
(5・17)式 の[咒φ1同様に、繰 り込 まれていない演算子 との間に混合を起こし、その混合係数を計算
する事が出来 る。そこで例 として 「∂μφ∂udi]の計算について概説する。
初めに[∂μφ仇φ]を含 む2点 及び4点 の真空期待値計算する。これ以上の多点関数は必要 としな
い。何故ならば 、考えている演算子は質量次元4な ので 、4点 よりも大 きな多点関数は全て収束
す るか らである。計算する2点 及び4点 関数は
〈OIT[∂μφ∂レφ](x)ψ(x1)ψ@2)10>
〈OIT[∂μφ∂レφ](x)ψ@1)ψ@2)ψ'(x3)ψ'@4)IO> (5.18)
である。ψあるいは ψ'には φまたはxが 入る。実際には、これらのグリーン関数の フー リエ変換
を直接計算す る。
次 に計算したこれ らのグ リーン関数に対 して次の繰 り込み条件 を課す。2点 関数に対 しては複
合演算子に流れ込む運動量 を0と し、外線に対 してOn-Shell繰 り込み条件を課す。4点 関数に対
しては複合演算子 に流れ込む運動量を0と し、外線に対し、流れ込む空間成分の運動量をδとした
On-Shell繰 り込み条件を課す。これ らの繰 り込み条件 よって全ての混合係数を求める事が出来る。
ユつコメン トすべ き事は・この模型では[7tφ]の混合係数Ziの0(λ)の 計算が 、全て0に なると
言 う事である。つ ま り咒φは0(λ)の レベルでは繰 り込みを受けない。
◇ ◇ ◇ ◇ ◇ 〈〉 ◇ ◇ ◇ ◇ ◇ ◇ ◇ ◇ 〈〉
話を ρbhの計算へ と戻す。0(λ),0(λ2)の 計算を虚時間法 を用いて計算する。前章の有限温度
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図5.1:〈 正fφ〉βの計 算 に寄 与す るダ イア グ ラム
0(λ)の 計 算では、複合演算子の繰 り込みの所で述べた通 り、[7tdi]の混合係数は全て0に なる。
このため熱期待値の計算を簡単に行 なう事がで き、結果は以下の通 りになる。
(thρφ)(1)一く曜 一 一会(/(轟 〆-1)・(儲3講 撃1)・)
・・ 一齧(MT2
π)3/2・ 岨(M》T》7T・)(5・19)
0(λ)の 結 果 はボ ル ツマ ン因子e'M/Tで 抑 制 され て いる事が 分 か る。 前節 の議 論 では ρ駅 の0(λ)
の項はボ ルツマン因子に より抑制 されている事 を述べた。 この事 と上の結果は無矛盾であ る。
次 に0(λ2)の 計算 を行な う。このオーダーの計算はかな り複雑 なものにな る。実際0(λ2)の φ




右辺の第2項 及び第3項 は、第1項 〈7tiP>il)への相殺項 としての役割を持 つ。
そ こで 〈咒φ〉艦)に ついて計算する。計算は虚時間法を用いて行な う。この計算に寄与するダイア
グラムは 、ラグ ランジアンの相殺項か ら来るダイアグラムを除いて 、全部で3つ ある。図5.1に
それ を載せ る。実線は φ粒子のプ ロパゲ ータ、破線はx粒 子のプロパケータを表す。黒丸は頂点
(Vertex)を 表 し、⑭は複合演算子の挿 入部分を表す。ラグランジアンの相殺項か らのダイアグラ
ムは実際多数あ り、例えば質量や波動 関数相殺項 、頂点 に対す る相殺項などを含むダイアグラム
があ る。更にこれ らの相殺項 と頂 点(Vertex)が 組合わ さった相殺項など もあ る。これ ら相殺項
からのダ イアグラム、及びその計算 については付録Dを 参照 されたい。
図5.1に あ るダ イアグラムの中で最 も大事なのは左のダ イアグラムである。 と言 うのもこの ダ
イアグラムか ら温度の巾が 出て くるためである。右の2つ のダ イアグラムからはボルツマ ン因子
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e-M/Tで 抑制 され た項 しかでない。そこで右の2つ のダ イアグラムの計算 も付録Dに 譲 り、ここ
では大事な左のダイアグラムの計算 を行な う。このダイアグラムを(Sun)と 名付け る。(SUII)ダ イ
アグラムの寄与は、虚時間法 より次 の計算を行 なう事で求める事が 出来る。
(Sun)一¥/d3礬3鳶 丁・ Σ(ω ゑ+鵡(P)△ φ(pr)△,(k)△.←P-P'-k)(5・21)
m,m,n
△φ(p)及 び △x(k)は 、それ ぞれ の粒 子 に対 応 す る有 限温度 中 におけ る自由粒子 のプ ロパ ゲ ー タで 、
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dHκ あ るい はd叫'はx粒 子 につ い て の 位相 積 分 でdnk=d3k/(2π)32Wkで あ る。dHpあ る い
はdrl〆 は φ粒 子 につ いて の位 相 積 分 でdrlp=d3p/(2π)32Epで あ る 。 また ん=1/(eβE・-1)、
fk=1/(eβWk-1)で ある。X(β)の β依 存性 は 、fp。,p'あ るいは 九 。,κ'を通 して現れ る。そ れ ゆ
え(5.22)式 の右辺 に現 れ る βの微 分 はfp。,prに 現れ る βにつ いて微 分 をす る と言 う事 で あ る。
(Sun)、 つ ま り図5.1の 左 の ダ イア グ ラムは 、X脇(β)及 びX(β)を 用 い て書 かれ て い る。 そ し
てX物(β),X(β)の それぞれ の表式 に現 れ る大 括弧 の 中 を見 る と・Oll-Shell粒 子 の詳細釣 り合 い
(Detailedbalance)の 形で 書 き表 され て い る事が 分か る。 これ らは ボ ル ツマ ン方程 式 の衝 突 項 に
現れ る もの と殆 ん ど同一 の もの であ るが 、デ ル タ関数 の所 を見 る と分か る よ うに、エ ネルギ ー保
存 則 に相 当す る部分が ない 。その た め通常 のOn-Shell粒 子 の 反応で は禁 止 され る 、φ←→ φXX等
の1体 か ら3対 へ の 反応 も現 れ て い る。
(5.22)式 を更 に 詳 し く評価 す る。 この ためボ ル ツマ ン因子e-MITで 抑制 され る項 を落 す 。実
はX(β)の β微 分 の項 は全 て この 因子 に よ り抑 制 され て い る。 と言 うの も β につ いての微 分 に よ
り、x(β)内 の 被積 分関 数は 全てfp。,〆 の β微 分 に比例 す る ためで あ る。 またx場(β)の 被 積 分
関数 に おい て 、fp。rprに 比例 す る項 を落す。 以上の 事 よ り(522)式 は 次の よ うにな る。
(sun)尋/dM岬Hゴ(2π)3δ(ガ+グ+E+礁+E,')(5・25)
x(!畷E
p+Ep'一 ωk一 ωk')2+2(講1媛 る筆ω湿)・+(Ep(雛 轟)2
この結果を前節のA(5。6)式 と比べ ると、全 く同じであ る事が分か る。(ρ誹)② の計算に寄 与す る
ダ イア グラム は 、相殺項 を除 いて 、この(Sun)ダ イアグ ラムの他 に図5.1の 右 の2つ の ダ イア グ ラ
ムが あ る。 これ らは前 に述べ た通 りボ ル ツマ ン因子e-MITで 抑 制 されて い る 。それ ゆえ 、φの エ
ネルギ ー密 度 の0(λ2)の 寄 与 は次 の よ うに な る。
(thρφ)(2)・ ・(Sun)一(相 飆 空 ・λ・篇 ・-69}2。f・t1・4x1・ 一・(5・26)





前節 でQuantumKilleticEquatiollの 平衡 解 か ら得 られ る φのエ ネルギ ー密 度 を計 算 した 上の 結








図5,2=ρ 嘉 の計 算 に寄 与す る ダ イアグ ラム
おけるφのエ ネルギー密度は、有限温度の場の理論 、つま りボル ツマン ーギブス統計か らも理解で
きる事 を意味する。有限温度の場の理論の立場か ら見る と、φのエ ネルギ ー一密度に出て きた温度
のべキの項は0(λ2)の 摂動計算か ら得 られ る。これは前節で述べ た相互作用の影響によ り準粒子
描像が成立しない事 と整合している。
さらに有限温度の場の理論の立場からは、φのエネルギー密度に現れ る温度のべキの項がT6に
比例 している理由を与えて くれる。その理由は複合演算子の繰 り込み を考える事で得 られ る。複
合演算了の繰 り込みの所で述べ たように、0(λ)に おける7tiPと 他の演算子の混合係数Ziは 全て0
になる。よって全ての混合係数Ziは0(λ2)で ある。この事 を踏 まえて(520)式 に注 目する。す
ると7tdiの0(λ2)の 計算では、〈Oi>βは全て0(1)の 計算 さえすれば良い事になる。梶φと混合する
演算子は全て次元4以 下の演算子なので 、その期待値はXの 質量 を0と した時、T2、T4に 比例し
た もの 、あるいはボル ツマン因子e-M/Tで 抑制 されたもののどれかになる。一方 〈7{φ〉の0(λ2)
の計 算をするとT2の 項、T4の 項 、T6の 項 … 、及びボル ツマ ン因子に より抑制 された項 と展 開
され る。T2及 びT4に 比例する項は複合演算子の繰 り込み(混 合)に より相殺 され るが 、T6以 上
の項 は決 して相 殺 され ない 。つ ま り偶 然 に よ りT6の 項 が相 殺 され な い限 り・ρ5hの0(λ2)計 算 で
は 、6乗 の温度のべキを持つ項が現れ る事が分か る。
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5.3相 互 作 用 項 の 担 うエ ネル ギ ー密 度
前節 までの議論で、平衡状態における φ粒 子のエネルギー密度を計算では0(λ2)で 温度のべキ
の項が出て くる事を示した。この節では対消滅の相互作用の担 うエ ネルギ ー密度 ρ矗 を有限温度
の場の理論の虚時間法を用いて計算 し、これ について議論をす る。ρ嘉 について議論す る理由は、
φのエネルギ ー密度の定義 に対す る問題か ら来る。と言 うの も相互作用の担 うエ ネルギー密度が
ρ洗 が φのエ ネルギ ー密度以上(≧ λ2T6/M2)に なると、φのエネルギー密度の定義 自身が良 く
分か らな くなるためである。実際 このことを議論 している論文 もある[94]。 この論文では、より簡
単 な調和振動子の模型、一つの注 目している調和振動子が 、環境を構成 している無限個の調和振
動子 と線形相互作用を通して混合 している模型を用いて議論 している。そして単純に注 目してい
る調和振動子のエネルギ ーと、相互作用の担 うエ ネルギーを計算す ると、同 じオーダーにな る事
を主張 している。しかしなが ら、本論文で考えている模型において複合演算子の繰 り込み も考慮
した際、φのエネルギ ー密度 と相互作用のエ ネルギ ー密度が 、同じオーダーになるかど うかは 自
明ではない。実際以下で相互作用の担 うエネルギ ー密度は、φのエ ネルギー密度に対して無視で
きる事 を示す。
ρ嘉 の計算は基本的にρ瑳 の計算 と殆んど同じで、虚時間法 を用いて行な う。この計算に寄与す
るダ イアグラムを、相殺項の部分 を除いて図52に 載せ る。相殺項の計算 も含めた計算の詳細は付
録Dに 譲 り、ここでは結果のみ を書 くと以 下の通 りになる。
ρ1'llttt〈ip2),1・〉一 〈(相殺項)〉磐 一64憙1。。聯(5・28)
この計 算 にお い て0(λ)の 項 も存 在 す るが 、 この項 はボ ル ツマ ン因子e　 M/Tに よ り抑 制 され て い
るた め書 いて い ない 。 また上 の 式 に現れ る温度 のべ キ((xT8)の 項 は 、図5.2の1番 上 の ダ イア
グ ラムか ら得 られ る。
この様 に ρ轟 の結果は、ρbhに比べ温度のべキT2/M2の 分だけ小さ くなる。これによ り相互作
用の担 うエ ネルギ ー密度は 、φ粒子のエ ネルギ ー密度 ρ紳 にとっては無視で きる事が分か る。
5.4X粒 子 の 自己相 互 作 用 の影 響
これまでx粒 子の自己相互作用について、とくに議論は してこなかった。そこでこの節では、x
粒子の 自己相互作 用について、特 にこの相互作用が φ粒子のエ ネルギ ー密度に与え る影響につい
て調べ る。
前前節 までの議論で、低温 における φのエネルギー密度 ρ砂 は0(λo)の 項、つ まり準粒子からの
寄与がボルツマン因子 ゼM/Tに よ り抑制 され、0(λ2)の 温度のべキ項が効いて くる事を見た。 し
か しなが ら第3章 における対消滅の模型の説明で述べた ように、λとXの 自己相互作用の結合定数











Xだ けのプ ロパ ゲー タで
構成 され て い る
図5.3:〈7{φ 〉β 及 び 〈'7'tint>fiの0(MZ)の 計 算
度に対す る λxの 影響は λ獲 の形で効いて くる。 と言 うの もλxはx粒 子の自己相互作用のため、
ρ5hには少な くとも λを1つ 通 して、つ まりλ獲 の形で効いて くるためである。この λ獲 の項が
λ2の 項 よ りも効い て くる可能 性があ る。
そこで ρ㌢ に寄与す る0(λ λ旻)の影響 を虚時間法を用いて議論する。この項に寄与す るダ イアグ
ラムは 図5.3の 左 図の よ うに な る。 この ダ イア グ ラム を計 算す る と
一/
(鵄3丁 羃 一義 丁・(5・29)
となる。大括弧[_]の 中を計算するとボルツマン因子により抑制 されている事が分かる・
この事 よ りρ辞 に対 す る0(λ λπx)の寄 与 は 、温 度 のべ キ を出す0(A2)の 寄与 に比べ 充分 小 さ く、
無視 で きる事 が 分か る。
次 に ρ鶉tに 対 す る0(λ λ殳)の 寄与 を考 えてみ る。 この寄与が φのエ ネルギ ー密 度の0(λ2)の 寄
与 よ りも大 き くな る と、再び 前節 の問題 が 生 じる。上 の議 論 と同 じ よ うに 、 この 計算 に現れ るダ
イア グラム を考 え る と図5.3の 右 図の よ うにな る。この よ うな ダ イアグ ラムのみ を考 えれば 良 い理
由は 、ρ嘉=λ 〈[ip2×2]〉/4であ るので 、そ の定 義か らして λに比 例 して い る事 に よる 。この ダ イア
グ ラ ム も計 算 す る と 、上 と同様 にボ ル ツマ ン因子 に よ り抑制 され る事 にな る。
以上のようにXの 自己相互作用の影響は0(λ λ斐)で ρ5hや ρ鴇tに 補正を与える。しか しなが ら
これ らの項がどれ もボル ツマ ン因子e-M/Tで 抑制 されてお り・ρ5hの議論をしている限 りは効い
てこない事が分かる。
一方X粒 子のエネルギー密度 冠
xに は、この 自己相互作用項 λxは 大 きな影響を及ぼす。具体的
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な計 算 を省 くが 、例 えば 咒xに 対 す る0(λx)の 補 正 は λxT4/288と な る。 また一般 に次元 解 析 よ
り、xの 自己 相互 作 用 は7txに 対 して 、～ 獲 丁頃で 効 いて くる事が 分か る。
5.5準 粒 子 近 似 とボ ル ツ マ ン方 程式
これ までの節で、φ粒子のエ ネルギー密度を考 えた時 、低温になって くると準粒子近似が 成立
しな くな り、温度のベキの項が出て くる事を見た。この節 では温度が比較的高い時、つま り準粒
子近似が成立す る時 には、第3章 で導出 したQuantumKineticEquationか らボルツマン方程式
が完全に導出 される事 を示す。 この事は導出 したQuantumKineticEquationが ボル ツマ ン方程
式 を含むものであ り、従ってボルツマン方程式の一般化になっている事を意味する。 また比較的
高温の時には 、ボ ルツマン方程式による記述が良い事 、つ まりボルツマ ン方程式の正当性 を量子
力学 の第1原 理か ら示した事にな る。
まず初めに準粒子近似について述べ 、占有数を定義す る。ボルツマン方程式は占有数の方程式
のためである。この章の最初の節での議論から、準粒子近似 とは環境 中のスペ クトル関数 をデル
タ関数で近似す る事 である。つま り
H(P,。 。)ftδ(P2-M2)・(PO) (5.30)
で あ る。一 方 φ粒 子 の 占有数 は φの 空 間座標 に対 す る フ ー リエ変換qp(xo)を 用 いて次 の よ うに書
かれ る。qp@o)の 定義 に ついて は 第3章 の(321)式 を参照 され たい 。
劇 一4乱 醐 一ガ(t)+嚇)qづ(t)〉 一争
一 鴆 伽・撃 恥)7(P,t)一 争 掣丁(ω調(5・31)
.磅=デ+M2でMは φの質 量で あ る。 また最 後の 式 は準粒 子 近似 の式 を用 い た もので あ る。準
粒子 近似 が 成立 す る時 には 、占有数 は τ(p,t)のOn-Shellの 部 分で 書かれ る事が 分 か る。
一方 第3章 で導 出 したQuantumKineticEquation(3 .52)は7(P,t.)の 方程 式 であ る。準 粒 子近
似が成 立 して い るので 、Po=Epの 所だ け持 って くるとQuantumKineticEquationは 次 の よ うに
な る。








+δ(4)(P-P「+k+め[ノ φ(1+T'臙 …1+!φ)7'(1+!k)(1+fk')] }
ノφ=∫ φ(瓦り であ る。 またPo=Epで あ る。更 に右 辺 に入 って くるスペ ク トル関 数 を準 粒子 近似
す る事 が 出来 る。 と言 うの もH(P',oo)をPoの 関 数 と してみ た時 、 もと もとスペ ク トル関数 はブ
ラ イ トーウ ィグナ ーの形 を して お り、pOtEpを 外 れ る と λ2で 抑制 され るため であ る。 これ に よ り
7tに 関 して もOn-Shell部 分 しか 効か な くな り、7'・・ア(P'、t)'`f(ガ,t)と な る。 またデ ル タ関 数の
部分 に注 目す る と、 これ らのOn-Shell条 件 よ りφφX← →Xの よ うな1対 か ら3体 へ の反 応等 は
全 てな くな る。
これ よ り(5.32)式 は
ガφ1磨孟) 一 羞1dH〆 照(2π)・(5 ・33)
×{δ(4)(P+P'-k一 め[!φ ∫あ(1+/k)(1瑚 一(1+ノ φX1+!あ)鰊]
+2δ(4)(P-P'+k-k')[ノ φ(1+f6)f・(1+fk,)一(1+!φ) ,f6(1+嫌]
と な る 。dHp'は φ に つ い て の 位 相 積 分 で ・4H〆=d3pt/((2π)32Ep')で あ る 。 ま たf6=fφ(ガ
,オ)
で あ る。 これ は正 し くボ ル ツマ ン方程式 で あ る。
(5.33)式 の 第1項 目は対消滅 及びその逆 過程 を表 し、第2項 目は環 境粒子 との散乱 過程 を表す。
第2項 まで も出て きた理 由は 、出発 点 と して相対 論 的場 の理 論 の作 用 を用 いた ため で あ る。 つ ま
り相 対性 か ら来 る交差 対称 性(CrossingSymllletry)に よる もので あ る。1項 目と2項 目の因子が
2だ け違 うのは 、同種粒 子性 のた めであ る。以 上 の よ うに準粒子 近似 が成立 す る時 には 、第3章 で
導 出 したQuantumKineticEquationは ボ ル ツマ ン方程 式 を導 出す る。 つ ま りQuantumKinetic
Equationが ボ ル ツマ ン方程 式 の一般 化 にな って い る事が分 か る。
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第6章QuantumKineticEquationに 基 づ い た
暗 黒 物 質 量 の 計 算
第3章 及び 第4章 に おい て 、QuantumKineticEquationを 導 出 し、そ の 平 衡解 につ いて議 論 し
た。 この方 程 式 は7(p,t)、 つ ま り φあ るいは 暗黒 物 質の 相関 関数 の方 程 式 で あ る。 一方第5章 で
は 、 この相 関 関数 を用 いて暗 黒物 質 のエ ネルギ ・一密 度 を定 義 した 。そ して平 衡状 態 におけ るエ ネ
ルギ ー密 度 に つ いて も議 論 した。 この 章 では 、 このQuantumKilleticEquationと 、相 関 関数 を
用 い て定 義 され た 暗 黒物 質のエ ネルギ ー密度 及 びそ の平 衡値 を用 いて 、暗 黒 物 質の 数密度 方 程式
を導 出す る 。 また 導 出 した数密 度 方程 式 の解 を数値 的 、解析 的 に評 価 し、ボ ル ツマ ン方程 式 に基
づ いて 行 なわ れ た従 来 の方法 と比べ 、 どの よ うな変化が あ るのか につ い て議 論す る。
6.1暗 黒物質の数密度方程式の導出
前章の(5.12)式 よ り暗黒物 質のエネルギー密度は 、暗黒物質の相関関数 、より正確には第3章
で定義 したT(p,t)を 用いて次の ように書かれ る。
ρφ(t)一儲3>廊5丁(喇+喋 ・ ・-6912。 ・・1・4×1・-5(6・1)
但しこの式はT/M《1/(～/i5λ)～300/λ で有効な式であ る。初期宇宙 における暗黒物質の時間発
展に対 して 、興味あ る温度の領域はT《Mで ある。このため個 々の暗黒物 質粒子のエネルギ ー
はE～Mで ある。この事か ら暗黒物質の数密度nφ を次のよ うに書 く事が出来る。
ηφ(孟可(鋸 轟 塀)+認 箒(6・2)
上の式を見ての通 りπφ(t)の時間依存性 はT(Ep,瓦 の を通 して入る。つ まりτ(p,t)のOn-Shell
(Po=Ep)の 情報だけが必要 となる。前章の最後の節の議論 により、この時 丁(瑞,瓦 のはボル ツ
マン方程式 に従 う事になる。 一方平衡値は(6.2)式 で、T(Ep,瓦 の=1/(eβEp-1)と 置 く事で得
られ るもの になる。この事 より暗黒物質の数密度の方程式を考えた時、第2章 の数密度方程式の
議論において 、平衡値 のみを上で得 られ たものに置き換 えれば 良い事 になる。つ ま り初期宇宙に
おける暗黒物 質生成の議論 とって、最 も重要な変化は平衡値に現れる。以上 の事 を踏 まえ、更に
宇宙膨張の効果 も取 り入れ、暗黒物質の数密度の方程式 を書 くと以下の通 りになる。
響+3H(T)nφ 一 一〈σlvl>β(n3一 η1,),剛 誓)3/2・-MIT+・ λ2祭(6・3)
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〈σlvl>β=λ2/(32π.M2)で 、c蟹1.4×IO　 o「で あ る 。
第2章 で の 議 論 か ら 、 ハ ッ ブ ル パ ラ メ ー タH(T)は
H(T)-3黯 塑 一毳(6・4)
とな る。数値計算では、宇宙にある相対論 的粒子の 自由度9,の 値 を、2章 と同じく10.75に 取 る。
数密度の時間発展方程式 を、暗黒物質の数密度nφ と光子 の数密度nッ の比yのacに 対す る発展









となる。以下でこの方程式の解についての数値的及び解析 的な評価 を行 なう。と くに平衡値 に現
れる温度のべ キの項が、従来行なわれて きた評価 をど う変えるかについて定量的に議論する。以
下で議論するように、この巾の項は常 に方程式の解に影響を及ぼすわけではない。そこで始めに、
(.M,λ)の パラメータ領域において、どのパラメータ領域がこの項の影響を受けるかについて調べる。
6.2温 度 のべ キが 効 く領 域
後節で示す ように、方程式(6.5)の 解y@)は 、温度が高 く:xの 値が比較的小 さい時には平衡
値Yeqを たどる。その後温度が低 くなると、宇宙の膨張効果によ り対消滅の相互作用が凍結 され 、
一定値になる
。
平衡値Y,qに は、準粒 子近似か ら来 る、ボルツマン因子e-M/Tで 抑止 された理想気体の項 と、
温度のべキの項の和で書かれている。温度Tが 暗黒物質の質量Mに 比べ充分高い時、つま りxの
値がそ う小 さ くない時には 、理想気体のの項は0(1)の 量を持 つの に対 し、温度のべキの項は λ2
に比例 しする。このためベキの項は効いてこない。一方温度が充分小 さくな り皿が大 きくなると、
理想気 体の項はボル ツマ ン因子により抑止 され 、指数関数的に小 さくなるので 、温度のべキの項
が支配的になる。これらの事か ら、方程式の解yは 、始め理想気体の項をたど り、その後温度が
低 くなると、温度のべキの項 をたどると思われ る。
そこで、どの程度の温度で対消滅が 凍結す るのか?と 言 う事が 問題 になって くる。yが 理想気
体の項 をたどっている問に凍結が起 こると、温度のべキの項は暗黒物 質量の生成の問題には効い
てこない事になる。ある程度低い温度になるまで相互作用が続 き、凍結する温度が低 くなると初
めて このべキの項は効いて くる。
温度のべキの項が効いて くる(.M,λ)の パ ラメー タ領域を探すためには 、平衡値Y,qの 値 を支配
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図6.1:λ を変 化 させ た時 のx,rの 振 舞 い
めには
(Xcr2π)3/2e-xer一 鴫c・y1・4×1・ 一・(6・6)
を計算 す れば 良い 。 この方 程式 を解 き、Xcrを λの関 数 と してプ ロ ッ トした ものが 図6.7に あ る。
この図 を 見 る とXcrの 値 は24-40(λ=10-4-1)程 度で あ る事が 見 て とれ る。 この値 よ り大 きい
所(温 度 にす る とTcrよ り低い温 度)で 凍結が 起 こ ると温 度 のべ キの項 が効 い て くる。逆 に,T。。よ
り小 さい値 で凍 結が 起 こる と、 このべ キの項 が効 かず 、従 来行 なわれ て きた評 価 を適 応す る事 が
出 来 る。飾,の 数値 計 算 よ り、躍σ を λの 関 数 と した 時の近 似 式 を出す と次 の よ うに な る。
xcr(λ)=-2.3431n(λ)十22.52,(atλ=10-4～1)(6.7)
温度 の べ キの 項が 効 いて くるパ ラ メー タ領域 は 、Xc.の 式 と第1章 で 導 いた 凍結 温 度Xfの 式 を
比べ る事 で得 られ る。町 の式 を再 び書 くと
xf(M,A)・ln[3・ ・97×i・'・iil
(ai,¥e)gl/2+llln{h卜 ・97×1・・5iili(,,¥e)91/7i/・]}
で あ る。Xcr、Xfの 式 よ りXf(M,λ)≧Xcr(λ)が 温 度のべ キの 項が 効 いて くるパ ラ メー タ領域 を 与
えて くれ る。 この不 等式 を解 き 、(M,λ)の パ ラ メータ領域 にプ ロ ッ トす る と図6.2の 斜 線 部分 に
な る。 また 、 この 領域 の 簡単 な近似(不 等)式 を出す と
λ≧O.043{M(G・V)}o・233,atM-1(G・V)～10(T・V)(6.8)
とな る。見 ての 通 り結合 定数 λが大 き く、や 暗黒物 質の 質量Mが 小 さい所 で 、温度 のべ キの項 が








図6.2:温 度 のべキが効 く領域(斜 線部分)
きくMが 小 さい と、相互作用が強 くな り、準粒了近似が適応で きない低い温度 まで熱平衡を保た
れる。この結果温度のべキの項が効いて くる。
6.3暗 黒 物 質 量 の 定 量 的 計 算
6.3.1数 値 的評価
この節 で は(6.5)式 を数 値 的に解 き、 これ を従来 用 い られ て きた 方程 式(2 ,39)式 の結 果 と比
べ る。そ こで(6.5)式 を数値 的 に書 くと以 下の よ うにな る。
Y・q一 法/
d3P 1






これ を数値 的 に解 く。 前に述 べ た よ うに9,の 値 として10.75を 使 う。 図6 .3に この微 分 方程 式 を
数 値 的 に解 いた 結果 を示す。 実線 で書 か れ たのが その結 果 で 、点線 で 書か れ た のは 、従 来用 い ら
れ て きた粒 子 数の方 程 式(2.39)式 を使 い 、同 じパ ラ メー タで計 算 した結果 で あ る。
左 図はM=100(GeV)と し、λの値 を0.3、0.05と 変えた時 の グ ラフであ る。図の 中で(NEW>
と書 かれ た ものは 上の式 を数値 的に解 い た結果 であ り、(OLD)と 書か れ た ものは従 来の方 法 を用
いて 計 算 した もの で あ る。A=0.3の ラ イ ンに注 目 し、(NEW)と(OLD)を 比 較す る と温 度の
べ キ の効 果が 現れ て い るのが 分か る。λ=O .05の ラ インに注 目す る と 、凍結 がTcrよ りも高 い温
度 で起 こって いて い るため(NEW)と(OLD)に 違 いが な く、ベ キの 効果が 現れ てい ない 。つ ま




























図6.3:γ の 時 間発 展
右図は λ=0.3と し、Mの 値を10(GeV)、100(GeV)と した ものを書いてあ る。.M;10(GeV)
の ラインに注 目す ると温度のべキの効果 を見て とる事が出来 る。しかしなが ら、M=1(TeV)の
場合には、凍結温度が高 くな りベキの効果は見えない。この事 より、Mの 値が小 さいほどベキの
効果が効 いて くる事が分かる。
またこれ らの図 を見 ると凍結温度がは っきり現れている。 この事 は凍結がすみやか に行なわれ
ている事 を意味する。 このため第一章で行なった、凍結が急激 に起 こる事 を仮定 した近似が 、こ
の場合で も良 く働 くと考えられ る。この事を確かめるためには、この近似に基づいて解析 的な評
価を行ない、それ を数値的な計 算と比べ る事が必要である。この事は次節で確かめる。
様 々な λ及びMに ついてyの 方程式を数値的に解 き、最終的に残 るエネルギ ー密度について等
高図を書いたの ものを図6.4の 左に載せ る。ρ,は宇宙の臨界密度であ り、これを基準に ρ。、10rf2ρ。、
10-4ρcの 等高線 を描いてい る。実線がその結果である。点線は従来の方法により計算 した もので
ある。この図を見ての通 り、λが 大 きくMが 小 さいほど実線 と点線の差が大 き く出ているのが分
か る。一方逆の場合は凍結が 冗,よ りも高い温度で起 こるため、従来の方法で充分良 く計算 され
る事 も分か る。現在のエ ネルギ ー密度 より制限が付け られ るパラメ・一タ領域 を考えると λ、Mと
もに大 きい所で 、従来の計算 との違いが 見えて くる。
対消滅の結合定数 λは、有効的(effective)な 結合定数としてみる事 も出来る。対消滅の相互作
用は、実際には何か重い質量Mの 粒子を経由して起こっていると考える。この時 λは
λ一92誰(6・1・)
と書 く事が出来 る。この λを用いて 、暗黒物質の質量MとMに ついての等高図を書 くと図6.4
の右図の ようになる。計算ではgの 値 としてg2/4π=1/137を 用いている。図を見ての通 り_M









































図6.4=φ の エ ネルギ ー密 度 に対す る等高 図
6.3.2解 析 的 評 価
この節では数密度方程式(6.3)式 あるいは(6.5)式 の解について、解析的な評価 を行な う。とく
に第1章 で行 なった、急激な凍結に基づ いた近似が この方程式 についても有効かど うか を調べる。
始めに凍結温度 野 について調べ る。対消滅が凍結する温度 乃 が、前節で議論 した ηアよ りも
大 きいかど うかで 、評価する式を変える必 要がある。平衡値が 自由粒子近似の式に従 っている間
に凍結するケースについては、既に第2章 で調べた。そこで平衡値が温度のべキに従 っている時








く前に凍結が起こると、上の式の代 りに第2章 で導出したXfに ついての解析的な式(2.42)式 を
使 うべ きである。
温度の巾の項が効 くと、凍結温度は従来の方法によ り得 られる結果 と比べ低 くな る。一方従来
の方法により得 られ るXfの 式は、理論のパ ラ メータM,λ に対 し対数の依存性 を持 つが、上で
得 られた ∬∫の式は、パラメータに対 しベキの形で依存性 を持つ。これ らの事 よ り、温度の巾の項
が効いた後に凍結を起 こす場合には・上で得 た 町 の式は、従来の方法で得 られ る餌∫の式と比べ
大 きい値を出す。一一方温度の巾の項が効 く前に凍結を起こす場合には、その大小関係が逆になる。

























鞴 諜 割+iln{ln[凱 詳鍵2]}
916.5λ
gY8M(G・V)1/・
Max[A,B]はAとBの 内 、大 きい値 を取 る方 を持 って くる関数 であ る。
(6.12)
この結果を用いて、Mを 固定 しXfを λの関数 として描いた もの・及び λを固定 しMの 関数 と
して描いたもの を図6.5に 載せ る。線が折れ 曲が っている所が 、ちょうど平衡値が 自由粒子近似の
式か ら温度のべキに移 り変わった時に凍結す る場合である。つ まり折れ 曲がった点は賜,に 対応す
る。この折れ 曲が った時のXfの 値 と、前節で議論 したx。。の値(6.1)式 を比べ ると、良 く一致 し
ている。
図6.5よ り、平衡値が温度のべキの時に対生成が凍結すると、Xfの 値が急激に大 き くなる事が
分かる。つま り凍結が従来の方法を用いた ものと比べ遅れる。この事は前章節の数値計算 と整合
してお り、数値 的にも前章の計算結果の値 を定量的に再現 している事が分か る。
この 皿∫を用いて、温度のべキの項が効いた後に凍結が起 こった時の最終的に残る φの粒子数 ηφ
と、光子の粒子数 ηッの比yを 計算すると以下の通 りにな る。
yf一 γ(・・)・・di?)殉3聟Z714xlrM9§ ～(無V)3/4 (6.13)
温度の巾の効果が効 く前に凍結が起 こる時のy(oo)の 評価 については、第2章 の(2.43)式 を使










図6.6:解 析的に評価 した φのエ ネルギー密度の等高図
に比 べ必ず 大 きいYfの 値 を出す。 一 方ベ キの 項が 効 く前 に凍結 を起 こす場 合 には 、上式(6.13)
式 と第2章 の(2.43)式 を比べ る と、パ ラ メー タM,λ に対 す る依 存性 の違 いか ら 、(2.43)式 の
方が 大 きいyfの 値 を出す。 これ らの 事か ら、凍 結がTcrの 前 後 ど ちらで起 こ って も使 え るyfの






この式を前節の数値計算 と比較すると、良 く一致している事が分か る。実際この式 を用いてφの
エネルギー密度の等高図を描 くと、図6.6の ようになる。実線が上解析的に得た暗黒物質の残存量
(6.13)式 に対応する。また破線は前小節で行なった数値計算の結果である。この2つ を比べ ると、
解析的な評価式(6.13)式 は、数値計算の結果を大体良 く再現 している思われる。具体的には、解
析 的な評価式(6・13)式 を用いて得 られるyfの 値は、数値計算の結果 と比べ約2倍 大 きく出る。
ここで行なった解析的な評価は、第2章 と同 じく宇宙の膨張率を表すハ ッブルパ ラメー タと対
消滅の反応率を比べ る事によ り得 られた ものである。これによ り得 られた結果 と、前節の数値計
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算の結果 を比べ ると大体良 く、より詳 し くは2倍 程度の精度で一致す る。つ まり凍結が急激に行
なわれ る事 に基づいた近似が 、今回の方程式において も有効 である事が分かる。
また この解析 的な式 より、最終的に残るエネルギ ー密度が宇宙の臨界密度 ρ。を越えないと言 う
要請か ら
舞 空1r49ζ8(M100GeV)7/4≦1(6・15)
とλとMに 制限がつ く。この制限は、平衡値の値が温度のべキに支配 され た後に凍結 された場合
に有効な式である。温度のべキの項は正定値のため、従来の方法 と比べパ ラ メータ領域必ず小 さ
くする方向に働 く。
6.4フ ェル ミオ ンへ の 拡 張
以上 本論 文で は、ス カラー粒 子 φが ス カ ラー粒 子xに 、相互 作用Lint=奇 φ2x2を 通 して対 消滅
する模型 を用いて議論 してきた。この模型はQuantumKineticEquationに 基づ く暗黒物質量 に
ついて議論するためのToymodelで ある。 しか しなが らこの模型を調べ る事によ り、現実的な模
型を考えた際にどの ような結果が得 られ るか推測する事が出来 る。
現実的な模型においては 、フェル ミオンへの拡張 と言 う問題があ る。そこで本節において、今
まで考えて きた模型 をフェル ミオンを含む問題へ拡張 した際にどの ような結果が得られるか につ
いて、簡単な次元解析 を用いて議論す る。
例 として相互作用Gψ ψ欣 を持つ模 型を考える。ψ もxも デ ィラックフェル ミオンとする。G
は質量次元 一2を 持つ結合定数であ る。
これ まで考えて きたスカラーによる対消滅模型の結果よ り、数密度方程式の平衡値の部分が 、従
来考えられて きた ものと比べ大き く変わって くると思われる。この平衡値はボルツマンーギブ ス統





p+舞1≡誰旱ω厚尸+(講 諜 絵 司
一(相 殺 項)
づ
上式 が ス カラ ー模型 と違 う点 は2つ あ る。一 つは遷移 確率M12が ガやkの 依存性 を持 って い る
事 で あ る。 ス カ ラー模 型 におい ては 「Ml2は 単な る定数 λ2で あ る。2つ 目は フェル ミオンであ る
ため大 括弧 の 中 の2項 目の分子 が 、(1+fk,)で はな く(1-fk・)と な ってい る点 で あ る。
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(6.16)式 の 「Mi2の 項 より温度のべキの項が現れる事が分かる。この項はIMI2に 鰭利する事
から も分か る通 り、結合定数Gの2乗 に比例 している。そこで この巾の項について簡単な次元解
析 よりどの ような温度のべキが 出るか考えてみ る。まずfkの1字 の項は、複合演算子の繰 り込み
り 　り の
より相殺 され ると考えられ る。次にIMi2を 計算すると(k+め2に 比例 している。この結果k及
　
びk'の 積 分 をす る と、ス カラー模 型 と比べ 温 度 のべ キが2上 が る と考 え られ る。 よって次 元解 析
よ り、ψ粒 子 のエ ネ ルギ ー密 度の 平衡 値(ρ ψ),qは 次 の よ うにな る。
(ρψいM(誓)3/2・-M/T+・'G・T・ (6.17)
こ こでctは 単 な る定 数であ る。
これ らの結 果 よ り、 フェル ミオンへ の 拡張 の 結果 、 ス カラ ーの場 合 と比 べ温 度 のべ キの 項 は6
乗 か ら8乗 へ 変 わ ってい る事が 分 か る 。つ ま りこのべキ の項 は 、ス カ ラー模 型 のべ キ の項 と比べ
効 き辛 くな ってい る。
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第7章 結論
暗黒物 質を構成する粒子の数密度やエ ネルギ ー密度の定量的な計算は、従来ボル ツマン方程式 に
基づ いて行なわれて きた。具体的には、ボル ツマン方程式 を用いて数密度の方程式を導出し、そ
れ らについて議論 されてきた。 しか しなが ら、対消滅の相互作用が凍結する温度が暗黒物質粒子
の質量の1/30ぐ らいと小さ くなる。 また このボル ツマン方程式に基づいた議論では、占有数ある
いは数密度平衡値が 自動的に自由粒子のそれ と同じになる。その結果最終的に残る数密度 と光子





的に評価 し、従来行 なわれて きた議論がどのように変更 され るかについて調べ た。本論部で得 ら
れた結果は既にプレプ リント等で発表済みである[65]一[67]。
以下で
1.QullatumKillteicEquationと そ の平 衡解
2.数 密 度 の方 程式 の 導出 と暗黒 物 質 量の評 価
の各々について得 られた結論 を述べ る。
1,QuantumKineticEquationと その平衡解
ハー トリー近似を用いて暗黒物 質の相関関数の方程式 を作 り、これ を用いてQuantumKinetic
Equationを 導出 した。導出 した方程式はボル ツマン方程式 と類似構造 、詳細釣 り合いの構造 を持
つ。またこの方程式の平衡解は 、理想気体近似を越え、相互作用の影響 も取 り入れ られている。ボ
ル ツマ ン方程式 と類似構造を もつ事か ら、この方程式に基づいた数密度の方程式 を簡単に導出で
きる。 また この方程式に準粒子近似 を行な うと、完全にボル ッマン方程式 を再現する。つ まりこ
の方程式はボルツマン方程式の拡張 になっている。
この方程式を見 ると、ボル ツマン方程式には含 まれていない多 くの事 を見てとれ る。その中で
最 も大事な事は 、方程式の基本変数が相関関数 〈φ(勾φ(り)〉の相対座標についての フー リエ変換で
あるため、質量核上にあ ると言 う条件(以 後On-Shell条 件 と呼ぶ)が 課 されていない事である。
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ボルツマン方程式の時は、S行 列を用いて書かれているため、このOn-Shell条 件が課 されている。
また導出 した方程式には、On-Shell条 件が課 されている時には禁止 され る過程 も含んでいる。例
えば φ一→ φXX過 程 などである。これ らの効果は、方程式の導出を量子力学の第一原理に基づ き
行 なった結果である有限時間の量子的な効果であ る。粒子は短い時間の間はエ ネルギー保存則 を
破 り、Off-Shellに なれるので 、その時間を利用 して平衡状態へ と近付 く事が 出来る。
この方程式か ら得 られる平衡解は、有限温度の場の理論 、つま りボル ツマ ンーギブス統計 を用い
て計算 したものと一致する。
t-→oc
〈ip(x)φ(y)〉 → 〈φ(x)φ ω)〉・q-t・[・-f'H…di(x)ip(y)]/Z(β) (7.1)
tは 重心時間であ り、Ht。tは系全体のハ ミル トニアンである。またz(β)ニtre-fiHt・tで ある。Ht。t
が相互作用を含 む事が理想気体近似 と異 なる結果 を与える。有限時間の相関関数は、重心時間無
限大の極限により、有限温度 中の相関関数の持 つ時空の並進移動対称性 を回復する。
2.数 密度の方程式の導出と暗黒物質量の評価
QuantumKineticEquationに 基づ いて数密度方程式 を導出した。
導 出した数密度方程式は、従来用い られて きた方程式 と比べ 、平衡値の所に最 も大 きな違いが
現れ る。得 られた方程式の平衡値は、温度Tが 暗黒物質の質量Mよ り小 さい時には、理想気体近
似の式 に温度のべキの項が足 された もので書かれ る。このべ キの項は結合定数の2乗 が掛か って
いる。 このため高温では効か ない。 しか しなが ら低温になると、理想気体近似の式がボルツマン
因子e-MITに より指数関数的に小 さくな るため、このべ キの項が 支配的になる。
もともとの平衡値の式 をみ ると、4次 元運動量の連続積分の形をしている。高温の時には被積
分関数の中にあるスベ ク トル関数を(Po空Epに ピークを持つ)デ ルタ関数近似 、つま り準粒子近
似をす る事がで きる。このため理想気体の平衡値が出て くる。しか しなが ら低温になると、その
スペ クトル関数の前に1/(eβpo-1)(PocrO付 近で大きい)が 掛か るため、もはや準粒子近似が有
効でな くなる。その結果、連続積分全体か らの寄与が効 き、温度のべキの平衡値が出て くる。
この平衡値はギブ スの公式e一βH・tから も理解できる。実際、有限温度の場の理論を用いた計算
で再現 される。Ht。tは 相互作用を含む系全体のハ ミル トニアンである。有限温度の場の理論の計
算 よ り、この平衡値の温度の巾が6で ある事が 自然に理解できる。 また有限温度での計算により、
対消滅の相互作用項の担 うエ ネルギ ー密 度が 、暗黒物質のエ ネルギ ー密度に比べ無視で きる事な
ど も示せる。
一方平衡への接近
、つまり時間発展はOn-Shell量 の熱期待値だけで決定 され る。
導 出した方程式を用いて、暗黒物質量の定量的評価 を行 なった。 この方程式の解は、従来用い
られて きた方程式の解 と同様 に、凍結が急速に起 こる。このため 、凍結が急速に起こる事に基づ
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いた近似を用いて 、方程式の解、つ ま り最終的に残る暗黒物質の数密度やエ ネルギー密度を、解
析的に評価する事が出来る。
温度のべ キの項 は、その積分で表された式か ら、常 に正の値で効いて くる。その結果最終的に残
る暗黒物 質の量は従来の方法 よりも大 き く出る。このため、現在のエネルギ ー密 度が宇宙の臨界
密度 を越 えない と言 う要請から模型のパラ メー タに制限をつけた時、従 来許 され ていたパラメー
タ領域を狭 める。
暗黒物質生成の問題に対して 、常に温度のべキの項が効いて くるわけではない。温度が充分高
く、平衡値が理想 気体の式で表 される時に凍結が起こる場合には、従来の結果と変わ りはな くな
る。この場合は、QuantumKirieticEquationを 用いて従 来の方法を正当化 したと言える。簡単な
模型を設定 し、そのパ ラメータ領域において、温度の巾の項が効いて くる領域 と、従来の方法を
用いて解析で きる領域 を定量的に評価 した。その結果 、結合定数が強 く、暗黒物質の質量が小 さ
いほど温度の巾の効果が効いて くる事が分か った。
超対称性模型におけ るLSPの ように、暗黒物質の存在を予言する現実的な模型において、この
効果が定量的にどの程度効いて くるのか 、と言 う事は非常 に興味のある問題である。これを行な う
ためには、本論文で用 いたボ ソンの対消滅模型を拡張する必要がある。この拡張においてまず考
えられるのが フェル ミオンへの拡張である。実際4フ ェル ミ相互作用模型を考えた際 、温度のべ
キの項はT8に 比例する事が簡単な次元解析 より得られ る。つ まり温度のべキの項 は、スカラー模
型の場合と比べ効 き辛 くなっている。しか しなが らSチ ャンネル共鳴的対消滅の ような場合には、
対消滅の有効結合定数が とて も大 きくなるため 、このべキの効果が効いて くる事が期待で きる。
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付 録A ファイマン則 とラグ ランジア ンの相殺項
A.1虚 時 間 法 の フ ァ イマ ン則
本論文では有限時間の場の理論 を用いた計算を数多 く行 なってい る。 と くに有限温度における
期待値や虚時間グ リーン関数のフー リエ変換の計算に虚時間法を用いている。この虚時間法は通
常の場の理論の真空期待値の計算 と同様にファイマン則が存在する。本論文で用いている模型(第
3章 初節参照)に おけ るファイマン則は以下の通 りである。
(1)図A.1に あるプロパ ゲー タ(実 線あるいは破線)、 頂点(Vertex)及 び相殺項を用いて、
求めたい摂動の オーダで作 る事の出来る、トポ ロジカルに異なった全てのダ イアグラムを
書 く。但 し全てのダ イアグラムは連結な ものにす る。
(2)実 線 には△φ(p)を 、破線 に は△x(k)を 割 り当て 、全 ての 頂点(Vertex)に お いて 運動 量及
び エ ネルギ ー を保 存 させ る。
(3)そ れ ぞれ の ダ イアグ ラムに対 称性 因子(Symmetricfacter)を 割 りあ て る。
(4)分 配 関数 を計 算す る時 には全 体 にβVを 掛 け る。
φ粒 子 の プ ロパ ゲ ー タは △φ(p)=(一 ω3L+p£+M2)-iで 、x粒 子 の プ ロパ ゲ ー タは △x(k)ニ
リ
(一ω詫+k'2+m2)-1で あ る(ωm=2短 ㎜/beta,,m=O,±1,土2,…)。 虚 時間法 の フ ァ イマ ン則 は 、
真空期 待値の計 算 と異 な り、プ ロパゲ ー タの エ ネルギ ー に相 当す る部 分が離 散的 にな ってい る。こ
れは 第4章 の(4.13)式 で述べ た ように 、虚時 間 グ リー ン関数が 虚時 間 に対 し βの周期 関数 になっ
てい るため で あ る。 ラ グ ランジ アンの相 殺項 につい ては 本付 録 のA.3節 で議論 す る。
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プ ロ ノ、ゲ ー ダ 1
-:1相殺 項

















図A.1:プ ロ パ ゲ ー タ、 頂 点(Vertex)及 び 相 殺 項
A.2省 略 記号
本論文では前節で述べ たファイマン則を用いて様 々な量 を計算す る。例えば有限温度 における
虚時間グリーン関数や分配関数 、それに様 々な演算 子の期待値などであ る。これ らの計算の内の
幾つかは、かな り複雑 なものになる。 しか しなが らこれらの計算を行な うと、共通す る関数が し
ば しば現れ る。そ こで本節ではあらか じめ これ らの関数について定義し計 算す る事で 、後 々の計
算の手間を省 く。そして個 々の具体的な計算では 、細か い計算をせず、代 りにこの節を引用する。
虚時間法 ファ イマン則の計算で現れる共通の関数を定義 し計算す る前にあた り、まず以下の事
ロ ゆ 　す
につ いて 注意 され た い 。ガあ るいは ガ を φ粒子 の運 動 量 と して 、kあ るい はk'をX粒 子 の 運動量
と して用 い る。 また 虚 時 間法 で は 、エ ネルギ ーの 積 分 に 対 応 す る所が 無 限級 数 和 と して現 れ る。
この無 限級 数和 の指標(index)と して 、φの プ ロパゲ ー一タに対 してはmあ るい はm'を 、Xの プ
ロパゲ ー タに対 して はnあ るい はn'を 用 い る。 またあ る関 数f(p)を 定 義 し た時 、fO(p)と 上 添
字0を つ け た 時 に は ノ(P)の 温 度0の 部 分 を表す 。つ ま り ノo(P)=ノ(P)IT=oで あ る。ノβ(P)と 上
添 字 β をつ け た 時 に はf(P)の 温度 依 存項 の部 分 を 表 す。 つ ま り ∫β(P)=ノ(P)一 ノo(P)で あ る。
また 、Ep及 びWkは それ ぞ れEp=V踊,Wk=寿2+m2で あ る。 こ こでMは φ粒 子 の
質量 で 、mはx粒 子 の 質量 で あ る 。d叫 及びdHkは それ ぞ れ φ粒 子 及びx粒 子 の 位 相 積分 で 、
dnp=d3p/((2π)32Ep),dHk;d3k/((2π)32ω κ)で あ る。fp及 びfkは 、φ粒 子 又 はJ)C粒 子 の温度
Tに お け る理想 気 体 の 占有数 で 、fp==1/(eβE・-1),fk=1/(efiωk-1)で あ る。 こ こで βは温度
Tの 逆数(β=1/T)で あ る。
以 下 で幾 つか の 関 数 を定義 し 、計 算 を行 な う。定 義す るそ れぞ れ の関 数 に対応 す る フ ァイマ ン
ダ イアグラ ム も載せ る♂ 図中 に現れ る ○ に は 、頂 点 、相殺 項 、あ るいは微 分 を伴 わ な い複 合演 算

























・ △φ,△x(図A.2の[1]の ダ イア グ ラムに相 当す る)
△φ一1(鋸 ・丁羃 △φ(P)一 △3+△1, △・-!
△1-2/dH,嚇(MT2
π)3/2
△壁 一2/dH脈 蟹 窪,(m《T)
△易 一/dH・,ペ ー/dHk
(譌 ・T写 △・(k)一ぺ+△ 羣
e-M/T,(M》T)
(A.1)
この △φ,△xは 、その 表式 か ら分 か るよ うに 、座 標 空 間 におけ る φ,x粒 子の プ ロパゲ ー
タ ムφ(x),△x(x)の5C=0の 値 であ る。
・nφ φ(t),llxx(1),rIφx(z)(図A.2の[2]の ダ イア グラ ムに相 当す る)
Hφφ(の 一 一儲 ・丁昇 △φ(P)△φσ一P)
-/dn・d・lpr(2π)3δ(3)(ガ+グ ー あ
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」=(ω♂,あで ω`は離散的な値 を取る。1行 目から2行 目へ の式変形は、エネルギー積分に相
当する離散和のみを行なった結果である。これ らnの 関数の被積分関数に注 目し、fあ るい
は ノに依存す る項だけを持 って くるとHβ の になる。同様 に ノあ るいはfに 依存 しない項 、
つ ま り被積分関数の分子の1の 部分だけ持って くるとHOの になる。この関数についてはこ




Hxx(0)に つ いて もm=0と 置 き計 算 を実行 したいの だが 、こ うす る と積分 は赤外 発散 を起
こす。 こ の問題 は有 限温 度 中の 質量oの 粒子 に特 有の 発散 で あ る。 具体 的にはrIxx(o)は 虚
時 間グ リー ン関数 や分 配関 数 の0(λ2)の 計 算 に現れ る。 これ らの計 算 に おい て 、この 発散
はいわ ゆ る硬 熱 ループ予 加算 法 を用 いて取 り除 く事が 出来 る。この方 法 は さらに高次の ダ イ
ア グラム をあ らか じめ足 し合わせ る方 法(re-SUI皿nation)方 法 の一 つであ る。この方法 に よ
り、0(λ2)×ocの 項 は 、0(λ3/2)の 有 限 な項 に置 き換 わ る。 この 硬熱 ループ 予加算 法 を用い
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ωη1一ωκ一Ep+Ep')+(1錦 梁 語(琴 蓊;+ル)]
一 見複 雑 な 形 に見 え るが
、大 括弧 の 中が 図A2の[3]の 中 間状態 につ い ての 詳細 釣 り合 い
(Detailedbalance)の 形 に な って い る。但 し図A.2の ○ の部分 か らエ ネルギ ー及 び運動 量
(ωm、,切 が 入 って くる。 この ため 中 間状態 に現 れ粒子 を用 いて作 る事 の 出来 る全 ての 詳細 釣
り合 いが現 れ て い る。実 は前 に定義 したHの 関数 も、 この よ うな詳 細釣 り合 いの 式で書 く
事が 出 来 る[92]。.4φ(Pl)及 びAx(kl)の 被 積分 関数 に おい て 、fま た は!に 依 存す る所 を取
る とA磊(Pl)あ るいは 卿1)。 こな る ・被積分 関 数が ノ またはfに イ衣存 しな い所 ・つ ま り大
か っ この 中 の2行 目で分 子が1に 比例 す る所の み を取 って くる と、、4$(Pl)、 ぺ(kl)に な る。
ここではこの関数についてこれ以上計算しない。


















前に定義 したAφ(pl),Ax(k1)やrI(1)の 関数 と同様 に 、このX(β)も 詳細釣 り合い(Detailed
balance)の 形 に なって い る。X(β)は 図A.2の[4]を 見 ての 通 り、○ か らエ ネルギ ー及び
運動 量が 入 って こな い。そ のた め詳 細釣 り合 いに おい て運動 量 は保存 してい る。 しか しなが
らエ ネルギ ー保 存 を表 すデ ル タ関 数が 存在 しない ため 、φφX-→Xの1対 か ら3体 への過 程










図A,3:0(λ)に お け る φ及びXの2点 関数
A.3ラ グ ラ ン ジア ンの相 殺 項
本付録のA.1節 で虚時間法におけ るファイマン則について述べた。実際にファ イマン則 を用い
て 、有限温度 中の期待値や虚時間グ リーン関数の高次の計算 をするためには、ラグランジアンに
あ る相殺項 を求めてお く必要がある。本論文では様 々な量を虚時間法を用いて0(λ2)ま で計算す
る。そこで本節では相殺項 を摂動的に0(λ2)ま で計算する。
計算すべ き相殺項には以下で挙げ るように全部で7種 類ある。φ粒子の波動関数相殺項 δZφ及
び質量相殺項 δM2、X粒 子の波動関数相殺項 δZX及 び質量相殺項 δm2。 それに φ粒子 とX粒 子の
間に働 く相互作用 λの相殺項 δλ、φ粒子の 自己相互作用 λφの相殺項 δλφ及び1¥粒 子の自己相互
作用 λxの相殺項 δλxで ある。ラグランジアンにこれ ら相殺項がどの ように入って くるかについて
は、本文の第3章 の(3.1)式 を参照 されたい。
具体的な相殺項の計算は虚時間法の ファイマン則を利用して行 な う。良 く知 られているように
有限温度の場の理論 に現れる発散は 、温度Tが0の 、つ まり通常の真空の場の理論の繰 り込みで
処理できる。そこで相殺項の計算を、有限温度中の2点 関数や4点 関数を計算した後 、温度Tを
0に して計算する。実際後の付録で有限温度中の虚時間グ リーン関数を計算するため、一旦有限温
度中の計算 をしてお くと、これを利用する事が出来 るため便利で もあ る。
以下で0(λ)、0(λ2)の 相殺項の計算を川頁次行なってい く。
A.3.10(λ)の 相 殺 項
まず初めに0(λ)の 相殺項の計算を行な う。このオーダーのおけ る発散は、図A.3を 見ての通 り
2点 関数 を通 して現れ、φ及びX粒 子の質量のみが繰 り込み を受ける。図A.3の 上の2つ の φ粒
子の2点 関数のダ イアグラムを計算すると以下のよ うになる。
(φφ>S')(P)一 △φ(P)[一 会△x一 δM2]△ φ(P)(A・7)
〈φφ>Si)(p)は0(λ)の 温度Tの おける φ粒子の2点 関数と言 う意味であ る。また △φの定義は本付





図A.4:1粒 子既 約 な4点 関 数
挙げると、φの2点 関数は以下の通 りになる。
〈φφ>T(P)一(一 ω」ih+P£+M2+金 △x+δM2)一'+・(λ ・)(A・8)
φ粒 子 の0(λ)の 質量相 殺項 を、上 で得 た φの2点 関数 の温 度Tを0に して 、繰 り込 み条件 と し
てOn-Shell条 件 を課す 事 に よ り求 め る。Oll-Shell条 件 を書 き、φ粒 子 の0(λ)の 質 量相殺項 を計
算 す る と以 下の 通 りに な る。(P2=ω 盆 一P£)
(〈φφ〉・(M2))一'一 ・7aS・(〈 φφ〉・(P2))-11p2 -M2--1一 δM2-一 金△いA9)
X粒 子の0(λ)の 質量相殺項 も上 と同様の計算をする事で得られ る。計算の詳細は省 き、結果の
みを書 くと以下の ようになる。(△9,ARの 定義は本付録のA2節 を参照 されたい。)
δm2-一 会△$(A・1・)
A.3.20(λ2)の 相 殺 項
続 い て0(λ2)の 相殺 項 の計 算 を行 な う。 このオ ーダ ー の計 算 では 全て のパ ラ メー タが 繰 り込 み
を受 け ため 、計 算は 複雑 にな る。 まず 初 め に結 合 定 数の 繰 り込 み につ いて 考 え 、 これ ら相 互 作 用
の相 殺項 の計 算 を行 な う。結 合定 数 λ、λφ、λxは0(λ2)で 図A.4の ように、〈φφXX>T・<φ φφφ>T・
〈XXXX>Tの1粒 子既 約 な ダ イアグ ラ ムを通 して繰 り込 み を受 け る。 それぞ れの ダ イアグ ラム を計




r冨鰍 一 一λ 一 λ2[nφ 、(Pl+k・)+nφx(Pl+k4)]一 δλ(A・11)
r$di。 φ.一 一 λφ一¥[n,,(Pl+P3)+".,(P1+P4)+ll,,(Pl+P・)]一 δλφ






図A.5:0(λ2)に お け る φの2点 関数
巧 ψψ,ψは温度Tの お け る一粒子既 約 な4点 関数 で 、外線 の足 を切 った もの を表 して い る。ψ,ψ'
には φあ るい はXが 入 る。Hφ φの,rIφx(1),Hxx(Z)の 定義 に ついて は 、本付 録 のA2節 を参照 さ
れ た い。 また外線 の運 動量 は 、すべ て頂 点(Vertex)に 入 って くる方 向 を正 と して い る。
求 めた全 ての有 限 温度Tに おけ る一一粒 子 既約 な4点 関 数 を 、温 度Tを0の 持 って い き、繰 り込
み 条件 を課す 事 で それ ぞれ の相互 作用 の相 殺 項 を計算 す る。外 線 か ら入 って くる運 動量 がOと し
たOn-Shell条 件 を使 う。 このOn-Shell繰 り込 み条件 を書 き、そ こか ら各相 互作 用の相 殺項 を計 算






δλφ 一一穿H戛 μ δ)
δλ_穿H9φ 師)
HgiP(1),H9.(t),H9,(1)の 定義 につ いて は 、本付 録のA.2節 を参照 された い 。
(A.12)
次 に0(λ2)に おけ る φの2点 関数を考え、φの波動関数及び質量相殺項の計算を行な う。計算
手順は基本的に0(λ)の 計算 と同様である。 しか しなが ら波動関数繰 り込みや、0(λ)の 相殺項 と
頂点(Vertex)が 交 じったたダ イアグラムを考える必要が あるため複雑になる。 まずは有限温度
T中 の φの2点 関数 を計算する。この計算に寄与するファイマンダ イアグラムは図A.5の 通 りで
あ る。この図よりφの2点 関数を計算すると以下の通 りになる。
〈φφ>S2)(Pl)一 △φ(Pl)「lit2Aφ(Pl)一¥△ φnxx(・)+¥△9△ φ(Pl)一 δ鴎)+δZφpl一 萼 へ




p?=ω 残,一 揖 で あ る。δM2は0(λ)の 質 量相殺項 で 、δM&)は0(λ2)の 質量相 殺 項 であ る。 また
.4φの定義については本付録のA.2節 を参照 されたい。0(λo)の 項及び0(λ)の 項を加え、φ粒子
の 自己相互作用の寄与を幾何級数的にに足 し挙げる と、φの2点 関数は以下の通 りになる。
〈φφ>T(P1)一[-P?+M2+G(Pl)]-1+・(λ3)
G(Pl)-1△,+6M・ 一 笋 φ(Pl)+¥△ φn,,(・)+δ 嚥)
一δZφp碍 △
,+㍗ △φ+λ δヂ2Hxx(・)(A・14)
φ粒子の波動関数及び質量相殺項は、上で得た φの2点 関数を温度Tを0の 持 ってい き、繰 り
込み条件 を課す事で求め る事が出来 る。温度Tを0に 持 ってい くと、φ粒子の 自己相互作用の寄
与G(Pl)は 次の ようになる。
σ・(pl)一 一llll2A2(pl)+嶋 一δZφpl+診 ぺ+㍗ △3(A・15)
A2(pi)の 定義 に つい ては本付 録 のA.2節 を参照 され た い。繰 り込み条件 と してOn-Shell繰 り込 み
条件を課す。On-Shell繰 り込み条件は(A.9)式 にあ る。これを用いて φの波動関数及び質量相殺
項 を求め ると次の ようになる。
δZφ一一鞴 鋸 レ δ端 一一勢 ペ ーδ1φ△9+6ZipM2+t)i2LA9(M2)(A16)
X粒 了・の0(λ2)に おける波動関数 及び質量相殺項 も上 と同様の計 算をす る事 で得 られ る。計算
の詳細は省 き、結果のみを書 くと以下の ようになる。(A9(屏)の 定義は本付録のA2節 を参照 さ
れたい。)
δZx-一 詈 誰 幽
　 が,δm2-一 △吟 ぺ+δZ・m2+¥ぺ(m2)(A・17)
1
A.3.3相 殺項 の計 算結 果
以上この小節で計算 した結果 をまとめると以下の通 りになる。
δλ一一2叫(恥 δ),δλφ一一312H戛x(2鉱 δ),δλ广 穿H9φ(2鶚 σ)
δzφ一一猛A9(P・ レ δろ 一一褓 航
一m2
δM2-一 舍△轡 △吟 △9+δZφM2+笋9(M・)
6m2==-1△1一 馨 △9一 δlx△9+δZ、m2+咢 小 ・)(A・18)
87
付 録B 相関関数の詳細計算
第3章 及び第4章 において、相関関数 〈φ@)ip(y)〉に対するSelf-Consistency方 程式を導出 し、そ
の平衡解について議論 した。本文の議論では、幾つかの計算の詳細を省 き結果のみ を書いた。そ
こで この付録ではこれ らの計算の詳細について述べる。
本文で も述べたよ うに相関関数のSelf-Consistency方 程式は以下の手川頁で導出され る。初めに経
路積分で書かれた相関関数の定義式を用いて、この積分 を実行する。積分は まず熱浴 を構成してい
るx粒 子について行 な う。x粒 子の積分の結果、注 目している φ粒子に対する有効作用 として影
響汎関数が現れる。この影響汎関数は φに対 して4次 の項 を含 むために、残 るφについての経路




数 と、ハー トリー近似をした際のガウス型経路積分について 、計算の詳細 を述べ る。 さらに方程
式の平衡解か ら得 られ る相関関数の計算の詳細について も述べ る。
B.1影 響 汎 関 数 ∫[φ,φ']の計 算
本節では影響汎関数 ∫[φ,φ']についての計算 を、相殺項 も含め詳細に行な う。影響汎関数は、φ
粒子 の相関関数を計算 する際 、熱浴 を構成 しているx粒 子 を積分 して出て くる有効作用である。
影響汎関数の定義は(3.8)式 よ り以下の通 りであ る。
糊 一/dx幅x)[Xi,xl」/呵 咄 ～8・・λ・[¢・亅一'S…x・國 ・醐 一iS・[)ct]
s・[x]-f
。td4x[1(・ x)2一争 一躯+δ 争 曜 一黔 一㍗]
騨X]一 倉[-1φ ・X・一萼 φ2X・](B・1)
まず初めに 滋 子の皺 行列 ρ銃)[)(i;j)([一]について識 する.実 はこの密度行列は湘 殺項 まで





Zx(β)=tr[e一 βH刈 で あ る。Hxは 自由粒子 部分1/o図 と相互 作 用Hintの 和 で 書か れて い る。つ ま
り彑x=Ho[x]+Hintで あ る。Ho[x]と 相 互 作用Hintの 定 義 は以 下 の通 りで あ る。
H・ 一 創1(X2+(▽X)・)+!9L2x2]
llint一 ノ(,d4x[垂 ノ+与(k2+(▽X)2)+δ 蓼)～2-1一条)(4](][3・3)
ここで 注意 した いの はHintに 現れ る相殺 項 につ いて であ る。相殺項 には チル ダ ～ が ついて い る。
これ は φ粒 子 との相 互作用 λを0に した時の相殺項 、と言 う意味 であ る。(B.1)式 のSo[X]や8φ 、x2
を通 して 入 って くるチル ダのつい て いな い相殺 項 と違 い 、これ らチル ダのつ い た相殺 項 は λxの み
に依 存す る。 つ ま り λや λφにつ いて の依 存 性 を持 た ない。
また λ=0と す る と影響 汎関 数はf[φ,φ']は1に な る事 に も注 意 され た い。
ここか ら影 響 汎 関数f[φ,φ 勹につ いて計 算 して い く。最 初 に述べ た定 義式 よ り、λ=0と す る と
影響 汎 関数 は1に な る事 に も注 意 され た い。計 算 手法 は場 の 理論 の有 効 作 用 と同様 で あ る。 まず
影響 汎関 数は φ2@)、 φ'2(.T)、つ ま り場 の2乗 の汎 関数 であ る事 に注 目す る。 それ ゆえ以 下の よ う





一 「ゐd4毋ズd4〃{ α望φ(X,y)di2(X)ip2(y)+αi蓼 φ'@,y)φ2(X)ip'2(y)
+αS'ip(鋤 φWω+C・S'ipr(x,y)師 ・(y)}]
x・xp[…(φ2ま た はφ2の3つ 以 上の 積の 項)…](B・4)
α1(x),α2(x,y)は 複 素数値 の関 数で あ る。λ=0と す ると α1@),α2@,y)は0に な る。 と言 うの
も λ=0で は φ2@),φ'2(x)の 依 存 性が な くな るか らで あ る。λニ0でF[φ,φ'エ は1と な るので 、
影響汎 関 数(B。4)式 の前 の係 数は1と な る。
影 響 汎 関 数 を 正確 に 求 め る事 は 難 しい 。 しか しなが ら本文 で議 論 した よ うに 、今必 要 なの は
φ2(x),ipt2(c)に つ い て1次 及び2次 の核 α1(x),α2(x,y)で あ る。φ2あ るいは φ'2の3つ 以上 の
積 の核 を計 算 す る事 も可能 だが 、0(λ3)の 量 にな る。 核 α1@),α2(x,y)の 具 体 的 な形 は 、(B.1)
式 と(B.4)式 の2つ の ∫[φ,φ']につい て の表式 を比 べ る事 に よ り求 め る事 が 出 来 る。以 下で2つ
の核 につい て それ ぞ れ計 算 して い く。
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B.1.1α1@)の 計 算
この小 節でor9(x)を 計算 し具体 系 を求 め る。岬@)は 影 響汎 関 数に つい ての2つ の式 、(B.1)式
と(B.4)式 を φ2(x)で 変 分 し、そ の後 φ2(x)=0,φ'2(v)=0と して比 べ る事で 得 られ る。 その
結 果 以 下の通 りに なる。
α9(x)一 甼/贓 ρ浄)[編]/呵 つxP飾)e'σ[x]一 殫o[榔]
S・[X]一 個G+?tx)(…X)・ 一(ぜ+δ 誓2)X・一(i"i')X4]
・[x]一 個(?tx-?tx)(a・X)・ 一(竿 穿)X・ 一(等 ・一)X・](B・5)
上 の式でSo[X]と0[X]を 足 す とSo[X]に な る。 この よ うにSo[X]を2つ の部分 に分 け た理 由は 、
So[x]を 通 して 入 って くる相 殺項 と、xの 密度 行 列を通 して 入 って くる相殺 項 の違い に あ る。前 に
述べ た よ うに これ ら2つ の相殺項 は 、φとX粒 子 の相互作 用 λの分 だ け違 うもの にな って い る。具
体 的 には ・チ ルダの つい てい る相殺 項 を摂 動 的 に計算 す る と0(λx),0(λ や,… とな る。 一方 チ
ルダ のつい て い ない相 殺項 を摂動 的 に計算 す る と、0(λ π)の 形 の相 殺項 はチ ルダ のつい て い る も
の と全 く同一 の項 を持 つ 。 しか しなが らそれ 以 外 に も0(λ),0(λ2),0(λ λx),0(λ λφ)等 々の
様 々な オー ダの項 を持 つ 。
この こ とか ら0[φ]の 小括 弧 ←・・)は λに依 存す る相 殺項 のみ を含 む事が 分か る。そ こで0[φ]を
λにつ いて 展 開 し、岬(x)に 対 して0(λ2)の 項 まで計 算す る。付 録Aの 相 殺項 の計 算 よ り、質量
の相 殺項 の みが0(λ)の 量 を持 ち 、他 の 相殺 項 は 全て0(λ2)以 上 で あ る事 が 分か って い る。 この
事 を考慮 して 岬@)に ついて0(λ2)ま での項を書 くと以下の通 りになる。
α9(x)・ λも δλ1蝋 ρ拏)[編]1dXff・)xDx'x2(x)・'S・[x]-iS・[・'](B・6)
x[1-・ 似 穿 一δ咢2){X・(y)-xr・(y)}]
望 鋸 廿[e-llR・X2(x)]+
2zl(β)(δ咢2穿)lmズd4坤 鞠 忽)X・(y)]
2行 目の式の導出を説明する。基本的には経路積分表示 を演算子表示 に直す事で2行 目の式が導
出され る。例 として1行 目の大括弧[…1内 の1の 部分に注目す る。
λ盖δλ/崛
ρ警)[編]14ψ 伽2@)幽80M




大括弧[…]内 の2つ 目の項 も同様の計算 により求める事が 出来る。
以上の ように α1(x)は 熱 グ リーン関数を用いて書かれ る事が分か る。後は熱グ リーン関数の計
算を行なえば 、岬(の の具体形 を得 る事が 出来る。熱グ リーン関数については後節でまとめて議論
す る 。
α敷 勾 の計算は 岬(の の計 算と全 く同 じのため、計算の詳細は省 き、ここでは結果のみを記す。
以下を見ての通 り岬@)=α 彳'(のであ る。
α師 鋤 繊2(x)]+2zl(β)(δ 咢2一穿)Imズd4騨 卜β砥XWω)]
(B.8)
B.1.2α2(,T,y)の 計 算
続 いて α3φ@,y)の 計 算 を行 な う。手 法 は 岬@)の 計 算 と全 く同 じで あ る。つ ま り.」!一[φ,φ']につ
いて の2つ の 式 、(B1)式 と(B.4)式)を φ2@)で 変 分す る事 に よ り求 め る。違 い は φ2@)で2
回変 分す る事 であ る。2回 変 分 した 後 φ2(x)=0,φ'2@)=Oと して 、F[φ,φ']に つ い ての2つ の
式 を比 べ る と事 に よ り、次 の結 果が 得 られ る。
遭 φ@,y)θ(xO-yO)一 α雪φ(y,X)e(yO-xO)一 α望@)α 望ω
一 一甼2伸 濡)[冶,xl]/呵Pxつ 漁)x・(y)・'S・[x]一'S・[・'](B・9)
α彳@)の 計 算の 時 と同様 に 、crgip(x,y)に つ いて0い2)ま で の具体 形 を導出 す る。α$ip(x,y)は 見
ての通 り既 に λ2の 係 数が掛 か って い る 。この ためce9(x)の 計 算 と違 い 、チル ダの あ る相 殺項 とつ
いて いな い相 殺項 に つい て気 にす る必 要 はな い 。 これ らの 事 を考慮 して α9(x)に つ い て0(λ2)の
項を書 くと以下の通 りになる。
α$¢(x・y)θ(x・-y・)+α 望φ(y,x)e(y・-x・)+α 爾(y)cyi6Ztij2(β)t・[・ 一βf'・T[X2(x)綱
右辺の式の導 出は 岬(m)の 計算の時 と同様である。つま り(B.9)式 の右辺の経路積分表示を演算
子表示に直したものである。この結果 α望φ(記ラ〃)は次の ように求 まる。
齣 蟹 蓋 伝}β)t・[・-fifi・X2(x)X・(y)]一(2ill/fi)廿陽)])2}(B・1・)
α參'φ@,〃)等の計算 もα野 の計算 と全 く同 じ手法で計算する事が出来る。そのためこれ らの計算
の詳細 は省 き、結果のみを書 くと以 下の通 りになる。






・ 蓋 伝1β)捷卜β鰯 糾(1Z
x(β)廿固 価)])2}(B11)
B.1.3F[φ,φ'】 の 計 算 に 現 れ る 熱 グ リー ン 関 数 の 計 算
この小節 では 、α1(x),α2(x,y)の 計算 に必 要 な2つ の熱 グ リーン 関数 、tr[e一βH・X2@)]/Zx(β)
及びtr[e一 β紘X2(x)X2(y)1/Zx(β)の 計 算 を行な う。 これ に よ り、.7'[φ,φ']に現れ る φ2,φ'2の2つ
の核 につい て具 体系 を求め る事 が 出 来 る。
tr[e『 β刃「xX2(:」!])]/Zx(β)の 計 算
この熱グリーン関数は、時空の並進対称性のため、∬には依存 しな く定数になる。このため有限
温度中のX2(0)の 期待値の計算 と等価になる。一方熱期待値 の計算は、有限温度の場の理論の虚




Wk=〉/扉 である。△xに ついての最後の行の式は、m=0と してある。 また △xの2つ 目
の項 は発散 してい るが 、これは φ粒子の質量に繰 り込まれ る。0(Ax)以 降の計算 も可能だが 、本
論文の議論において必要がないため行なわない。(5章 の議論 を参照 されたい)
tr[e一 βH・X2@)X2(y)]/Zx(β)の 計 算
この熱グ リーン関数 も時空の並進対 称性のため ∬一〃の関数になる。このグ リーン関数は実時
間のグ リーン関数なので、虚時間法を用いて直接 これ を計算す る事は出来ない。 しか しなが ら虚
時間法 を用いて虚時間グ リーン関数を計算 し、それを実時間のグ リーン関数に直 してやる事で求
め る事が出来 る。(第4章 の実時間Green関 数 と虚時間Green関 数の議論を参照 されたい)ま た
上での議論 と同様に0(λx)以 降の計算は行なわない。初めに虚時間法 を用いて虚時 間グ リーン関
数を計算す ると以下の通 りになる。
〈x2(丁1跏2圃 …2/(鵄 ・丁昇H・ ・(P)・-CV-(Tl-T2)♂ガ(f一の+△ 戔(B・13)
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τ1,72は 虚 時 間 で あ る 。 ωn、=2短m/β,(Tn=O,±1,・ ・・ で あ る 。Hxx(P)は 以 下 の 通 りで あ る 。
llxx(P)一 一/(谿3丁 写 一ω晝≒ω1一ωゐ≒k
-1dnkdnk,(2π)3δ(3)(E+だ'-pb
×1+fk+fk,+fk一 海+fk,一 九_1+九+fk'(B.14)
ωm十 ωk十Wk'ωrrt一 ωk一 吻 ω肌+ωk一 ωκ'ωm一 ω た+ωicr
dHilニd3k/(2π3ωk)で あ る。 このrlxx(p)はx粒 子の 自由粒 子 の 占有 数 九=1/(eβWk-1)を 用
いて書 かれ て いる事が 分か る。実 はnxx(p)に 対す るfκ の 入 り方 と、第3章 の(3.11)式 で定 義 し
たrx(p)の 対 す る 九 の 入 りか 他 は 全 く同 一であ る。 と言 う よ りむ しろ同 じに な る よ うにrx(p)を
定義 した。 その ためnxx(p)はrx(p)を 用い て書 く事が で き、以下 の よ うに な る。
n,x(ωm,P・ 一 軣!dω 鰓(B・ ・5)
虚時間グ リーン関数が計算で きたので、第4章 の実時間と虚時間グリーン関数の関係を用いて・
実時間の熱グ リーン関数 を求める事が出来る。結果は以下の通 りになる。
z、1β)t・[・一β玖xw(y)]一 歪/(翁 ・1讐 ・蜘)+△ 戔+・(λ ・)(B16)
B.1.4ア[φ,φ りの計 算結 果
以上 ∫[φ,φ']を計算 した。計算結果をまとめると以下の通 りになる。この結果は正 し く本文で
用いた ものである。
翩 一 ・xp-if。`d4xai(x){ip2(x)-ip'2(x)}
x・xp「 倉 ズ ♂〃{φ・(x)一刺{α ・@繭)一 α耋(x,y)di'2(y)}]
x・xp[・(λ3)](B・17)
α1(x)一 鑷t・[・ 一砥X・(x)]+2Zl(β)(穿 一穿)Imズ44野t・[ピ 砥X・(輪)]
Q・2(X,y)一%2(ab,)廿 レβ柵(y)]一(豪 β)轄@)])2}
また計 算 した 熱グ リ∵ン関数 を用 い て α1(x)及 び α2(x,y)の 具 体形 を求め ると以 下の通 りにな る。

















B.2相 関 関 数 〈T[il(x)φ(y)]〉の 計 算
本付録の初めで述べた ように、相関関数 〈φ(勾φ(〃)〉の計算はハー トリー近似を用いて行なわれ
る。ハー トリー近似を行な う事によ り、φあるいは φ'についての積分はガ ウス型にな り、この積
分を実行する事によ り相関関数 を求める事が出来 る。しか しながら実行すべ きガウス型積分は、場
の引数に対して非局所的になっているため 、計算が少 し複雑 になる。そこで本節において このの
ガウス型積分についての計算の詳細 を説明し、相関関数 〈φ(のφ(〃)〉を導出す る。計 算すべ きガウ
ス型積分は、第3章(3.20)式 より、以下の通 りである。
〈T[ip(x)φ(y)]〉
一/崛 ρ!φ)[φ;φ']/dφ∫/Pφ つφ'φω φω)幽]一'S6"'[¢']・P-(H)[ip,ip,]
s6H)[φ]=
.7'(H)[φ,φ'1






∫(H)[φ,φ']を通 して 、φあ るいは φ'が非局所 に 入 ってい る事が 分か る。β@〃)は(3.17)式 よ り、
β(a;,y)=4α2(x-y)〈di(x,y)〉 で あ る 。本文 での 議論 よ り、 この積 分 にお い て β(x,y)の 重心 時 間
を定 数 として扱 う。 この事 よ りβ(瑚〃)は 重 心座 標 記一〃の み の関数 とみ なせ る。ガ ウス型積 分 に
おい て 、非 局所 に φあ るい は φ'が 入 ってい る所 の核 β@,〃)が ∬一〃のみ の 関数 に な る事 に よ り、
実 は この非 局 所性 に もか か わ らず 上の ガ ウス型 積分 につ い て 正確 に と く事が 出来 る 。以 下で この
事 につ い て見 てい く。
具体 的 な計 算 に進 む前 にalに つい て本文 よ り も少 し詳 し く議論 す る。 こ の(72に は相殺項 か ら
の寄 与 も入 って くる。 これ らの事 を踏 まえて の を 正確 に書 くと以 下の 通 りに な る。
dl一 甼 △)(1+ズ 姻 α・(x-y)]・{〈 φ2>一△9}
り
一2L:tl-1!biA△ 、-2/dw!L'(ω,0
ω)[1-…(　 o)]・{〈 φ2>一 △$}(B・2・)
△x.及 び △易は 前節 の(B.18)式 におい て定義 して あ る。第2項 目に注 目す る と分 か る通 り、alに
は実は時間依存性があ る事が分か る。(B.19)式 におけるalの 入 り方 を見ると分か る通 り、この
項は環境 による質量 シフ トの項 を与える。つま りalは 時間に より振動す る質量補正項 を与え る。
この ような項が出て きた理由は、有限時間の場 の理論を解いた事に起因する。
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B.2.1相 関 関数 の母 関数 の計 算
この節か ら(B.19)式 のガ ウス型積分の計算を行なってい く。(B .19)式 は相関関数そのものを
計算す る式になっている。通常場の理論でしば しば行なわれ るように、相関関数の求め るために
母関数を利用すると議論が簡単になる。そこでこの節では、相関関数の母関数を定義 し、それを
計算する。次節で計算した母関数を用いて相 関関数 を導 出す る。相関関数の母関数 、及び相関関
数と母関数の関係を書 くと以下の通 りになる。







以 下で 、定義 した相 関関 数 の母 関数9[」,」']の 経路 積 分 を実 行 し、具 体 的な計 算 を行 な って い く。
経路 積分 を実行 す るに 当た り、積 分 変数 を φ(切,φ'@)か ら 、これ らを空 間座標 に ついて フー リ
エ変換 したqp@O) ,qS(xO)へ 変換 す る。qp@0),qb(xO)は 複 素 数で 、q〆 ∬0)*;q_戸(xO)と 言 う条
件が あ る。 この ため経 路 積 分の変 数 と しては複雑 で あ る。そ こで積 分変 数を 更に次 の よ うに取 る。
αガ(xO)一 お[卿0)+q一 戸@0)jlδ ガ(X・)一 一$[%@・)-q 一ガ@・)]
{αs-(xo)一お[qS-(・o)+糾 暢研)一 趣)一 剃 聞)
つ ま り%の 実部 と虚部を変数にと り直すわけである。αガは実部、%が 虚部である。自由度の勘
定か らも分かる通 り・積分変数は αガ及び 転 のした添字 戸についてPz>0の 変数が独立な変数 と







/騫 お レ納+獅 ・)]♂ガf
経路 積 分の境 界条 件 …q(0)ニqi,q'(0)=ql,q(t)=qf,q'(t)=qf (B24)
ここで 砺 は規格化定数である。S;.[q]及び 乃[q ,qt]については後で述べ る。2行 目の式の密度行
列 に付 け られ た上添 字(c)に は 、(α)ま たは ㈲ が 入 る。(B24)式 を見 ると 、φの経 路 積分 で書か
96
れ姆 関数の式(B.21拭 が 、繝 座標でフーリエ変換 した変数qガ の母関数 酵)×99))の 轍
書かれている事が分か る。また個 々の変数%で 書かれた母関数は互いに独立 に計算する事が 出来
る。この事は もともとの積分(B.24)式 がガ ウス型積分であ り、かつ空 間的な一様等方性があるた
めであ る。(厳 密 な事 を言えばハー トリー近似 を通 して互いの運動量が交 じ り合 う。)ま た適 当に
初期状態の密度行列選ぶ事に より、個 々の%で 書かれた母関数は、更にその実部と虚部、αガと 暢
で書かれた母関数の積になる。この初期条件は、例えば時刻0で φ粒子が 、環境X粒 子の作る熱浴
の温度Tと は違 う温度T'に い る場合に実現 され る。(B.24)式 を見ての通 り、実部で書かれ た母
関数 犁 と虚部で書かれ姆 関瓣)1よ ・初期のの皺 行列の所だけに違いが出 る事が分か る・
ここでsl-[q]及 び 場[q,q']に ついて述べ る・
sS一回 一f
,tdτ11q・(丁)一 撃q2(丁)+δ 誓φ々 2ω+q(丁)フ(7)
翩 一 ・xp[-f。tdTf。'd・{q(丁)-4(τ)}{κ 舞(7-・)q(・)一 κ夢同*qt(・)}
κ島(丁一・)-/飆(丁 一 ・β)e一 海
噸 ㈲2-E多+δZippa+δM・+λ φ毫 δλφ〈φ2>+2a1 (B25)
虜(T-s)の 上 添 字tcは 、重心 時 間tc=(丁+x)/2で 、本 文で 議論 した よ うに 今 は定 数にお い て
いる。また空 間に対す る一・様等方性のため 、この関数の ガ依存性は 囿 で入って くる。
このsl-[q]及 び 場[q,q']の 定義 式 と母関 数(B・24)式 を組 み合 わせ て 見 る と・ これ は量 子ブ ラ ウ
ン運動の議論 において、良 く使われる可解模型の時に出て くる計算と殆んど同 じである。と言 うよ
りもむしろ、この可解模型の計算と同じになるように、場の理論から出発 し幾つかの近似をして き
た。このため相関関数の母関数(B21)式 を計算するためには、この可解模型 と同様 に、(B24>
式の経路積分 を実行 していけば 良い。以下でこの積分を行な う。
(B24)式 叨 彦)[」,」']にお1ナる経躑 責分を実行す るにあた り・女台めに積分変数をqω,4ω
か ら 、 そ の 和 と 差 、X(τ)=q(τ)+q'(T),ξ(T)=q(T)-q'(T)に 変 数 変 換 す る 。 こ の 変 数 を 用 い
て9彦)[」,」']を 書 き直 す と以下 の勘1こ な る・
鯛 一 屮q琶d鱒q副dq∫/つ ξつx
一 侶1+弟zφ ξ戈一ω璧㈲ ξx+ξゴ++x距}]
一[イ 伽 ズ 酬{琶1噛 一欄+R・[κS-(7-s)]e(・)}
(B26)
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プ(丁),ゴ+(丁)は ゴ(の,ゴ'(τ)を 用 い て以 下の よ うに定義 され る。
ゴ+(τ)-」(甼 丁),」 一(丁)-/(丁)i〆(7)'(B27)
(B.26)式 の経路積分は簡単に実行す る事が出来る。何故 ならば積分変数X(7)が 、指数関数
の肩 において1次 で しか 入ってこないためである。このため初めにX(丁)に ついて経路 積分を実
行すると・ξ(T)についてのデル タ汎関数が出て くる。そして このデルタ汎関数を満たす ξ。`を計算
す る事が 出来れば 、(B.26)式 の経路積分は全て完了する。x(7)に ついて経路積分を実行すると、
(B.26)式 は以下の通 りになる。
蜥'亅 一 場1崛 麟 ・ ql)/呵Dξ
xδ(1+'Zφ ξω+響2ξ ω+∠ 孟幽ξ叫 詞 一2L(T))
(B28)
呵 ・1+∫zφξxl+弗 ξ餌イ 伽4幽 ξω瞭 欄]
規格化定数 場 はX(τ)に ついて経路積分 を行なった事に より、前とは違 うものになっている。1>ガ
は母関数を最後 まで計算 した後、」(T)=ゴ'(τ)=0に おいて1と なるように決める。このためここ
ではあ まり気にしない。
ここで(B.28)式 におけるξ(T)についてのデルタ汎関数について考える。残 りの ξ(τ)について
の経路積分を実行するためには・境界条件 を満たす、デル タ汎関数の中身を0と する解 ξ。1が必要





この微 分 積分方 程式 は 、変数 をt一 τに と り直す と分か る よ うに、ω,ff(切が7に よらず 定数 な ら
ば 、いわゆ るボ ル テ ラ型 の微 分積 分 方程 式 に な る。 しか しなが ら ω。研(切 は(B25)式 にあ る定 義
式 か ら明 らか な よ うに 、alを 含 ん でい る。 こ こで この章 の初 め で議 論 したalに つ いて 思 い出 し
てみ る。そ こで の議 論 よ りalは 時 間xo=Tで 振 動す る質量項 を与 え る。そ こでTで 振 動す る項




ω)[1-…(・VT)]・{〈 φ・〉一△$}一 一2/dωL・(器,σ)・{(φ ・〉一 △9}
積分に入って くる関数rx(ω,δ)/ωは、充分低温になると、殆んど一定の関数になる。そのため振
動する項は、実際には τに対 してデル タ関数の ように振舞 う。この事 より非常に短い時間スケー
ルに注 目しない限 りこの項 は無視で き、上の平均化の操作は正当化 され る。
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また平均化 した後に出て くる 一2∫4ωrx@)/ω は次のよ うに書 き直す事が 出来る。
一2/dωz2・9tSl(tu)一¥卿) (B.31)
Hxx(o)の 定義 については前節の(B.14)式 に定義 してあ る。この式変形は前節のrx(p)とnxxの
関係式 、(B.15)式 を用いて行なった。この様 に書 き換 える理由は、有 限温度の場の理論から計算
した相関関数 と比べ るためである。付録Cで は有限温度 の場 の理論か ら相関関数を計 算している。
alに 対する平均化操作のため、ω。ff(pl2はTに 対して定数 となった。このため(B.29)式 のボ
ルテラ型の微分積分方程式 を正確に解 く事が出来 る。ボルテラ型の方程式はラプ ラス変換 を用 い
て解 く事が 出来 きる。計算 自体は 自明な ものであ るので詳細は省 く。(B.29)式 の方程式を解 き、
'般解 を導 出す る と以 下の 通 りにな る。(境 界値 は ξd(0)=q广ql,ξ ・1(t)=qf-q?で あ る)
ξcI(7)一 動謡 去r夛ヂ)(qi-q`)+(1+δZφ)(gic(瓦f-T)一 多ill妾碧9セ(瓦オ～7ジ)(q∫ 一φ)
+2ズ 酬 輔 ・一τ)-29孟舞 …財 酬 輔 ・) (B.32)
gi.(ガ,卜 γ)は黼 の引数につv・て微分 した もの・翻 瓦7)L -。であ る・ξ・1は1つ の 関数9ひ(加)
を用 いて書 かれ て い る事が 分か る。9t。(瓦の に ついて は後 で詳 し く議論 す る。 こ こでは9t.(瓦 丁)の
性 質 と して 、9t,@0);O,gi。(ガ,0)=1/(1+δZφ)を 紹 介す る に とどめ る。 この性 質に よ りξ。1(7)
が 境 界条 件 を満 た して いる事が 分 か る。
ξ,1(丁)が求 まっ たので 、 これ を用 い て(B28)式 の ξ(T)に ついて の 経路 積 分 を実行 す る。 また
境界働 ∫についての積分 も実行 し式をまとめると・9夢)[」,」']は以下の勘 にな る・
蜘 ノ]一 穿W酬 ・)91c(瓦・),2ズ 剛 ・)9t。(瓦・))
×exp if
。td'ξ・(蝋 丁)イdτ ズ4・ ξ・(丁)R伸7-・)〕 ξ・(・)
ξ・@・)-2ズ 酬 ・)9・.(づP,s一 丁)
瑶)(P・ ξ)-/岫 軅,ql)δ(qi-ql一 ξ)e'Ztop(・,+gP/2 (B.33)
Zφ 一1+δZφ である・琳P,ξ)の 卿 こ注目する・この項は φ桁 の欄 徽 彳テ列 ρ鍵(q調 を含
む積分になっている。この事か ら!吾c)(p,ξ)がφ粒子の初期条件の依存性を担 う項である事が分か
る。 しか もこの積 分 は ウ ィグ ナー 関数 の 共役 の形 に な って い る。 と言 うの も ウ ィグ ナ ー関・数は密
度行列の欄 座標について フ司 丿工変換 したものだか らであ る・fl-c>(P,ξ)は逆 に重櫪 標につv・
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て フー リエ 変換 を してい る。 この ため 携c)(P,ξ)をPや ξで 微 分 し・そ の後P=ξ=Oと す る と・
以下のように時刻0の 演算子の期待値 、つま り初期条件に関す る項が出て くる。
(∂肇 ξL一 鯛 δ(qi-gl)1(最)ρ 砦!(嘱)-iZ¢ 〈q夢)(・)〉
(B.34)
(∂ノ秀`)(P,ξ∂P))p-c-。 一幽 δ(qi-ql戸zφ 吼去ql軸1)一 鱗)(・)〉
上添字(・)に は(α)あ るいは(b)が 入る・演鼾q辞)(・)は1寅 算子qガ(・)のエル ミー トな部分を・ま
た演算子q夢)(・)は麟 子qガ(・)の反エル ミー トな部分に 一遊 攤 ナた もの表す・ここで以下の事に
注意をする必要があ る。q伊(0)は 、繰 り込 まれた演算子 φの空間座標に関するフー リエ変換であ
る・そのた舛)と その共役な麒 子の交換関係は[qld]-1/zφ であ る・そのため共役な演鼾
の座黥 示は 一殊 昜 となる・同様に 穿)(PIξ)をPや ξで2回 微分 し・P一 ξ一 ・とすると以下




以上相関関数の母関数について計算 した。ここで節の途 中ではあるが 、相関関数の母関数に通
いての計難 果 をまとめてお く・瑶c)(P,ξ)の性 質については上の議論を参照 されたい・ また関数
9t。(瓦7)については後節で詳 し く議論す る。





痴'dT{ゴ(T)一 〆(τ)}9磊(瓦 丁),f。tdT{ゴ(丁)一 〆(丁)}9・.(瓦 丁))
x・xp論7ξ ・(丁){丿(丁)+ノ(7)}-fidTf
。'd・ ξ・(丁)R・[虜(丁 一 ・)]ξ・(・)
/d(海d9≦ ρ宴!(qi,q`)δ(qi-q`一 ξ)eiZ・・P(qi+gP/2
ズ酬 一ノ(7)}9・・(飼,Jω 一ん 舞 お[ゴ距 ・)噛 ・)]評
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B.2。3相 関 関数 の計 算
相 関関 数の母 関数 を計算 した ので 、(B.21)式 を用 いて相 関関 数 〈T[ip(x)φ(y)]〉を導 出す る。 相
関関 数は母 関 数9[」,」']を 」で2回 変分 を取 る こ とで 求 め る事が 出 来 る・前節 で まとめた ように ・
この母関数は更に9(c)[場 堰]の 積で書かれている。cに はaあ るいはbが 入る。そこで 」(x)の 変
分を鍔 及び 培 の変分 に書き直す。そこで1つ 注意 しておかなければならない事が ある。それは
J(x)が 実であ るため・墻=丑 ガ及び 培=ゴ%と なる事である。踞 及び 培 自身は実である。なぜ
この事 を特に気 にす るか と言 うと、前節の母関数の計算結果 を見ての通 り・9[J,」']は9ω レ多,ゴ割
のPz>0の 積で書かれているためである。このためPz〈0の 靖 で変分 をとる時には ・上で述べ
た関係式を用いてp。>0の 垢 に対する変分に書 き直す必要がある。
相関関数を求めるために 壻 について2回 変分 をとる。母関数が9(c)[場 堰]の 積で書かれてい
るため、 一つ 目と2つ 目の変分 を別 々の9(の レ多,ゴ釣 に作用 させ る事 も可能で ある。結果 として
9(・)[赫 ユを ゴ参について1回 変分 し略 一ゴ多一・とおいた ものの不責になる・9夢)レ締]鶴 で
一階変分し・場=壻=0と お くと以下の通 りになる。
SS・ilts6iic-(.o)gS-c)[赫]　ζ一。-9廴(飾Zφ 〈寄)(・)〉+9・c(幽 〈鰺)(・)〉(B・37)
PP
輪 文 で は 〈q夢)(・)〉一 〈暗)(・)〉一 ・ としてい る・ と言 うの も・これ ら力殖 を持 つ事 は ・φ粒 子 が
全体として運動 量を持つ事 を意味 しているか らであ る。このため相関関数を計 算す る時には、必
ず9(c)['ゴ5・ゴ夢]を 場 で2回 変分する事 になる。










1(卿 卿+δ ゴB-(81ゴB.(s))9圃 レ(珂)
δブ葦}(δ2丁)δゴ号(・)δ ゴB_(7誓莠ゴB_(s))9[」・!]]ゴ_ゴt:_oeが(歪一トず)
前節でのgy)[川 についての計算褓 を見ると・ゴの依存性 は・前1こ掛かっている!鉾 通 して
入るもの と、後 ろの指数の肩を通 して入るものの2種 類あ る。上の式の最後の行の計算 を行な う
と、後ろの指数の肩 を通して入るゴについて変分 した ものは、大括弧の中の1項 目と2項 目が互
いに相殺 し合い ・になる.そ の糸吉果前に掛か っている ∫秀c)樋 してゴで変分した もののみが残 る・
つ ま り初期依存性 のある項のみが残る。実は この初期依存性 のある項 もOに なる。 と言 うの も初
期の密度行列に空間的な一様等方性を課 しているためであ る。 もし0に ならなければ 、(B.38)式
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か ら明 らかな ように、相関関数が 牙+ガ の関数になってしま う。この事からも最後の行ががOに な
る事が分かる。そのため相関関数は 岩 及び 培 について2回 変分 したものの和を とる事で求まる
以上の事 を踏 まえて相関関数 〈T[φ@)il(y)」〉を計算する と以下の通 りになる。
〈T[φ@)ip(y)]〉一 一劇1(δ
丿讌 晦 議 艶))9叫 一アー。脚
/(鑄,♂ が(f一の 一1[9・c(加 ・-y・)θ@・ 一 〃・)+9・c(内 ・-sc・)θ(y・-x・)]
+施o∬ ㌦ 〃o{9・魚 毋』o)R・[虜(xo-〃o)]9t 。瞬1-〃o)}+紬 ・)]
今@o,yO)-9t。(→OP,C1)9t。(伽1)Z3〈14ガ(0)12>+g廴(瑁)gic(朗)Z3〈lq戸(0)12>
+{媚)9励+gl .(瓦瓶 嚠 箏R・ 〈{財(・),ウガ(・)}。,〉(B.39)
右 辺 に現れ る関数Re[虜@o-yO)]をRe[虜(一 ・TO)]=Re[虜(xo)]と 遇 関数 に拡張 して い る。 また
この 関数 を含 む項 は 、本 文で 定義 したr+(P ,t。)及びhtc(P,T)の2つ の関 数 を用 い て 、以 下の よう
に書 き直す事 が 出来 る。 この式変形 はRe[虜@o-〃o)]を 相対 時 間xo-yOに 対 し フー リエ 変換 し、





B.2.4g鼠 瓦 丁)及 びht c(p,T)の 振 舞 い
前小節 で計 算 した相 関 関数の 時 間依 存 性 は 、2つ の関 数g孟。(　P,T)及 びhtc(p,T)に よ り支 配 され
て い る。 この2つ の 関 数 を調べ る事 に よ り、相 関 関数 の時 間依 存性 を見 る事 が 出来 る。そ こで こ
の小 節で は 、この2つ の 関数 につ いて 、特 に時 間 丁依存 性 につ い て議論 す る。
9tc(のP,τ)の振 舞い
9孟。似7)は もとも と、相 関関数 の母 関数 の計 算 において 現れ た 関数で ある。 この母 関数 の計 算に
おけ る経路 積 分の際 、ボ ル テ ラ型の微 分 積分方程 式が 出て きた 。そ して この方程 式 の解が9t
c(づP,7)
を用 い て書 かれ て い た 。 そ こで まず9t 。(瓦の につ いて の 定 義式 を書 く。9t。(夙丁)、 よ り正 確 には
9t。(ガ,卜 丁)が 、この ボ ルテ ラ型の微 分積 分 方程 式の解 にな ってい る事 は 、以 下の 式 を方程 式 に代
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入する事で確かめられ る。g訊 夙7)の 定義は以下の通 りである。
9t.(瓦7)-z/e二dPoH(P,tc)e--tPOT (B.41)
H(P,t・)一(
P、-M,(t。)一 罐lll、+(Tr-(P,t。))2,H(P,t・)-P!二dω 「謡 響 ∂
M・(t,)-M2一 δZφP・+δM2+λ φも δλφ〈φ・〉+甼 △,+¥n取(・){〈 φ2>一 △9}
n(p,t,)の 定義 につ いて は 本文(324)式 を参照 され た い 。H(p,t。)は 環境 中の スペ ク トル関数 で
あ る。 またH(p,tc)の 定義 式 を見 ての 通 り、この関 数 はpoに 対 し奇 関数 にな って い る。 この ため
9t,(→P,T)は 実 関数 であ る事が 分か る。実関 数であ る事か ら 、9tc(瓦 丁)は相 関関 数 の虚 部 とな って い
る事 が分 か る。
H(p,te)は 本 文の(3.28)式 で述べ た よ うに 、解 析 関数F[属 瓦 姻 の境 界値 と用い て書 く事が 出
来 る。 それ ゆ え9t.(→P,7)を 、 この解析 関 数用 いた複 素 積 分 で書 く事 も出来 る。 この表 式 を用 い る
事で 、9tc(夙0)=0,gi.(瓦O)=1/(1+δZφ)を 示 す事が 出来 る。
スペ ク トル 関数 は基 本 的にブ ラ イ トーウ ィグ ナー型 の 関数 に な ってい る。 この ため9t。(瓦 の の振
舞い は 、スペ ク トル関 数 をブ ラ イ トーウ ィグナ ー近 似 す る事 に よ り見え て くる。 こ こで言 うブ ラ イ
ト.ウ ィグナ ー近 似 とは 以下 の通 りであ る。
姻 ㍉IE((P
。-i)、+c・ 一(P。+i)2+～)(B・42)
Eはp2-M2(t,)-ll(p,tc)=0のpoに ついての 正の解で あ る。第0近 似 ではE2tEp=秤
で あ る。 また ∈=πr_(E,瓦 舌c)/(2E)で あ る。Eは 結 合定 数 λの2乗 に比例 して お り、小 さいが 有
限 な値 であ る 。 この 近 似はH(p,t,)がPoに 関 して奇 関 数 であ る事 を考慮 して行 な って い る。
このブ ラ イ トーウ ィグ ナー近 似 をスペ ク トル関 数 に行 な っ た事 に よ り、9tc(瓦 丁)の 積 分は正 確 に
実行 す る事 が で き、結果 は 以 下の通 りにな る。
1
9t・(づP,7)㌔ ・in(E7)・xp[一 ・・'](B・43)
本文 で議論 した よ うに 、r_(E,ガ,孟,)は φ粒 子が 充分 に平 衡 に近 い時 には 、正 の 値 であ る。 この た
め9t .似7)は1/Epの ス ケールで振 動 しなが ら、指 数関 数 的 に0に 近付 いて い く事 が分 か る。実際
このブ ラ イ トーウ ィグ ナ ー近似 は 、丁の 殆 んどの 領 域 で非 常 に 良 い近似 とな って お り、丁の値が 殆
ん ど0に 近 いか 、非 常 に大 きい値 にな らな い限 り有 用で あ る[75]一[77]。
htc(p,T)の 振 舞 い
続 いてht。(p,T)の 時 間 τに対す る振 舞い を調べ る。本文 におい て議論 したが 、ht.(p,T)は9t.(瓦 の
と異 な り、7-→OQで0に はな らない 。その か わ りこの 極 限で 有 限な値F[Po-io+,瓦 姻 に近 付
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く。hte(P,7)の 定 義 を書 くと以 下の通 りに な る。
h・.(P,7)-Fiv・-i・+副+五 ン ω
P撫 撃(il・ 一・・)丁 闘
」F[z,ガ,オ。]の定 義 につ い ては 本文(3.28)式 を参 照 され た い。9t。(鉱丁)の 時 と同様 に 、スペ ク トル
関数 をll(P,oo)を ブ ラ イ トーウ ィグナ ー近 似 をす る事で 、htc(P,7)の 積分 を正確 に実行 してや る事
が 出来 る。結果 を書 くと以 下の 通 りに な る。
姻 一Fい ・+調+喋 σ[講 ÷P 。劃(踟
E及 びEに ついて は、9tc(づP,7)に ついての議論 で定義 した もの と同 じであ る。結果 を見 るとhtc(P,7)
は有 限な値F[Po-io+,瓦 胡 に指 数関数 的 に近付 く事が 分か る。htc(p,7)に つ いて も、厳密 な事 を
言 えば 、アの値が 殆 ん ど0に 近 いか 、非常 に大 きい値 に な る とスペ ク トル関 数がブ ラ イ トーウ ィグ
ナー 型か らずれ て い る効果 が 効 き出 す。 しか しなが らht.(p,T)も9t。(瓦 の と同様 に 、殆 ん どの7
の 領域 で 、上 の式 が 有効 で あ る。
B.2.5相 関関数 の計 算結 果
この節で計算 した相関関数の計算結果を書 くと以下の通 りになる。以下の式は正 し く本 文で用








+{9、.(嵐(加 婁)+砿(瓦 皿1)9,e(副 手R・ 〈{%(・),砺(・)}。.c>
一/d3P♂ 繭)[一 賽[9仙0一 禦W-yO)+贈 ・-x・)θ(y・ 一・T・)]
+煮 吻 ・「+(P,tc2)嬉(P,sc・)h・.(P,yO)・ 一鞠@。-yO)+今@0,〃0)]♂ ガ(矧
9梱!00
0.dp・∬(囲e一 肋 ・,











M2(t,)-M2一 δZφP・+δM・+λ φ毛δλφ〈φ・〉+甼 △、+¥nxx(・){〈 φ2>一 △$}
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B.3平 衡状態における相関関数の計算
この節 で は本 文第4章 で議論 した 、平 衡状態 にお け る相 関 関数の計算 を、相 殺項 の計 算 も含 めて
詳 し く行 な う。 出発 点は 本文 の(4.6)式 であ る。 この 式 はr_(p,oo)に つ いて のSelf-Consistency
方程 式 、つ ま り汎関 数 方程式 に な って い る。(4.6)式 は スペ ク トル関 数H(p,OQ)を 含 む形 で 、方
程式 が成 り立 ってい る 。本 文にお い て は 、スペ ク トル関 数に含 まれ る相 殺 項 に つ いて特 に言及 し
て こなか ったが 、本 節で は この相 殺項 につ いて も詳 し く計算す る。そ こで(4.6)式 を相殺項 も含
め 詳 し く書 くと以 下の 通 りに な る。
r-(P,・・)-8!藩 砲 ・・)r・(P+pt)幽 譜 貢1 -e一 βP'。)醐
r-(P,・ 。)ll(
P,。 。)=(P2 -M2(。 。)-n(P
,・。))2+(πr-(P,。 。))2
M・(・・)-M・+δZφ(M2-P2)+妾 賜(M2)+δ1φ{〈 φ2(・・)〉一 △$}+λ 蕩 δλ△望
尋n・ ・(・){〈φ2(・・)〉一 △2},〈 φ2(・・)〉-/(鵄 、1-1舳H(P,・ ・)
.M2(oc)の 相 殺項 も含 めた 詳 しい式 は 、前 節の(B.46)式 におい てt,一 →ooの 極 限 を取 るこ とで
得 られ る。上 の式 は 質量相 殺項 δM2に 、付 録Aに おけ る 、ラグ ランジア ンの相 殺 項の計 算 におい
て得た値 を代 入 して 、 まとめ 直 した もの を書い て い る。 また繰 り込 まれ た φの 自己 相互作 用 の結
合 定数 λφは 小 さい と して落 して い る。本 文 との 対応 関係 をつ け るため.M2(oo)を 以下 で述べ る よ








= .M2+[δ 、M2](1)+{δM2}②+{相 殺 項}(B.48)
一 金△寔書(T》m),{δM・}(・)一¥卿){〈 φ2(・ )〉一△9}




Ep=～pmp+、Wk=酔+m2で あ る。[M2](1)は 単 な る数で あ る。 それ に対 し{δ、M2}(2)及
び{相 殺項}は 、〈φ2(oo)〉 に依 存 す る。 この ためr_(p,oQ)のSelf-Consistency方 程 式 と共 に 、解
いて い く必 要が あ る。
lO5
〈φ2(OQ)〉の 式 は次 の よ うに して得 られ る。σ(p,OG)は 、相 関 関数 〈φ@)φ(y)〉 の 相対 座標 につ い
て フ ー リエ 変 換 して 、重 心 時 間 を無 限大 に飛 ば した もので あ る。一 方 σ(p,OQ)は 、7(p,OQ)及 び
σ_(P,oc)を 用 いて σ(P,oc)=-T(P,oo)/σ_(P,OQ)と 書 き表せ る。本 文で の議論 よ り、σ一(P,oo)ニ
2πH(p,CQ)で あ り、(4.4)式 か ら7(p,oo)=1/(eβP・-1)で あ る。 これ らの 事 か ら 、相 関 関 数
〈φ(x)iP(y)〉の重 心 時 間 を無 限大 に飛ば した もの はH(p,OQ)を 用 いて 書かれ る。そ して相対 時間 を
Oに す る事 で 、(B.47)式 の 〈φ2(OQ)〉につ い ての 式 を導 出す る事 が 出来 る。
こ こか ら(B.47)式 のr-(p,oQ)に つい て のSelf-Consistency方 程式 を、摂 動 的に0(λ2)ま で解
いて い く。初 め に0(λ)ま での 計算 を考 え る。(B.47)式 の一 番 上の式 を見 る と、右辺がrx(p)に
比 例 してい る。つ ま りλ2に 比 例 して い る。このためr_(p,oo)は 、0(λ)ま での計 算 では0に なる。
この結 果 、スペ ク トル関数H(p,OQ)は デ ル タ関数 に なる事が 分か る。 と言 うの もスペ ク トル 関数
は 、r_(P,oo)を 幅 として持 つブ ラ イ トーウ ィグナ ー型 を した 関数 だ か らであ る。
rLO)(P,oo)=rL')(P,OQ)=0
∬(0)+(')(P…)一 δ(P2-M2-[δM2](1))E(PO) (B.50)
H(p,oo)はPoに 対 し奇 関数 にな って い る。 この ため上 の式 でE(po)が 出て くる。
次 に0(λ2)の 計 算 を行 な う。r_(p,o。)の0(λ2)の 項 は 、(B.47)式 の 一番上 の式 にH(p「,oo)の
0(λo)の 項 を代 入す る事 で求 まる。 その 結果 得 られ るr(p,oc)の0(λ2)の 項 を 、rL2)(p,㏄)と 書 く
事 にす る。rS2)(p,oo)の 具 体系は 、本文(4.10)式 を参 照 され た い。
φ2(co)の 式 にH(pi,oo)の0(λo)の 項 を代 入す る と、φ2(oo)ニ ムto2t蒲(MT/2π)3/2e-M/T+
△3(M》T)と な る。 この結果 を ・{δM2}及 び{相 殺項}に あ る 〈φ2(OQ)〉に代 入す る事 の よ り、
これ らの 量 を0(λ2)で 求め る事 が 出 来 る。 こ うして求 めた もの を、それ ぞ れ[δM2](2)及 び(相 殺
項)と 書 く事 にす る。
H(p,OQ)に つい て0(λ2)ま で 計 算結 果 を書 くと 、以 下 の通 りに な る。M》Tの とき △磊or






礁 娉 讐),[M2](・ ・)-M2+[δM・](1)+[δM2](・)+(N))ISIIillpt)
金△戛書(T》rn),[δM2](2)一 翌 勲)△ 磊
(B.51)
(相殺項)一 δZφ(M・-P2)苧 易(M2)+{㍗+¥n戛x(・)}△ 碍 △望
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付 録C 有限温度中における諸量の計算
本付録では有限温度中におけ る φ粒子の虚時間グ リーン関数、および全系のエ ネルギ ・一密度 ρ濃
についての計算を行なう。付録Aで 述べ た有限温度の場の理論の虚時間法を用いて、これらの量を
計算す る。具体的には虚時間法か ら得 られるファイマン則 を利用 し、摂動的に0(λ2)ま で求め る。
有限温度中における複 合演算子 の期待値 については 、その繰 り込み とともに付録Dで 議論す る。
C.1有 限 温 度 中 に お け る φの 虚 時 間 グ リ ー ン 関 数 の 計 算
この節では有限温度中における φ粒子の繰 り込 まれた虚時間グ リーン関数を、より正確にはそ
のフー リエ変換 を相殺項 も含めた詳し く計算を行 な う。付録Aに おいて φ粒子の相殺項の計算し
た際、(A.14)式 で φ粒子の2点 関数 、つ ま り虚時 間グ リーン関数のフー リエ変換 を求めた。相殺
項の計算では 、求めた2点 関数の温度を0と した ものを用いた。ここでは(A.14)式 をそのまま使
い、具体的な計算を行 な う。φ粒子の虚時間グ リーン関数のフー リエ変換F(ωm1,切 を(Aユ4)式
を用いて書 くと次の ようになる。
F(Pl)一[-pl+M2+σ(Pl)1-1+0(λ3)(C・1)
G(Pl)一 会△蔓一 崇 φ(Pl)+笋3(M2)+茅 △磊Hx。(・)+δZφ←P?+M・)+診 △吟 △l
plニ ω茘、一薺 で あ る。 ここで(A.14)式 に現 れ る 質量相 殺 項 δM2に 、付 録Aの 相殺 項 の計 算 で
得 られ た結 果 を用い た。△φや 、4φ(Pl)等 に ついて は付 録AのA2節 を参照 され たい 。有限温 度 中
の虚時 間 グ リーン関数 の フー リエ変換F(Pl)は 、温 度Tが0の 時 と違い 、plの 関 数 にな ってい な
い。 これ は有 限温 度 中で はLorenz不 変 性が 破れ て い るた めで あ る。
F(Pl)を 更 に 詳 し く解析 す るた め に 、G(Pl)に 注 目 し、 これ を次 の よ うに書 き直 す。
G(Pl)一 会△殳+¥△lfi{,(・)+S(Pl),S(Pl)一 一¥Aφ(Pl)+(相 殺項)
(相殺項)一 崇9(M2)+¥△9"R、(・)+δZφ(-pl+M2)+雛+㍗ △1(C・2)
初めにG(Pl)の 式の右辺の第1項 と第2項 に注 目する。 この2つ の項はp1依 存性が ない事 より
明らか なように、有限温度中の質量 シフ トの効果を与える。第1項 目は0(λ)の 質量シフ ト効果、
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(Ω)+(]1・ ・5)+qQp




図C.1:硬 熱 ル ープ 予 加 算法 に寄与 す るダ イアグ ラ ム
第2項 目は0(λ2)の 質量 シ フ ト効果 を与 え る。 さらにこれ らの量 を詳 し く評価 す る。付 録AのA.2
節 におけ る △{,△ 磊,H{x(0)の 定義 か ら 、 これ らの項 はM》T》mの とき次の よ うに評 価す
る事が出来る。
会△鑑,¥△ 鵬(・)蟹 一(MT2π)3/2e-MIT/dnkfk[畿(1+fk)+毒]
dHた=d3k/((2π)32Wk)でfkニ1/(efiWk-1)で あ る。0(λ2)の 項 の 積分 をm=Oと して評価 を し
たい のだが 、そ うす る とこの積分 は発散す る。A.2節 で も少 し述べ たが 、この よ うな赤外 発 散は有
限温 度 中に おい て 、質量0の 粒子 を考 え る と しば しば 出て くる。実 際 、この発 散 は硬 熱 ル ープ予
加 算 法(re-summation)を 用い る事 で 消 去す る事が 出来 る。 この結 果0(λ3/2)の 質量 シフ トの項
が 出 て くる。 しか しなが ら本 論文 で は この 質量 シ フ トの効 果 は重 要 で な いので 、この 硬熱 ル ープ
予加 算法 につ いて の計 算の 詳細 は述べ ない 。 この硬熱 ループ 予加 算 法(re-summatioll)で 用 い る
ダ イアグ ラム を図C.1に 載せ るに とどめ 、計 算 の結 果のみ を記 す。
(硬熱ループ予加算法)
¥△1卿)→ 一λ3/・(2π欝 丁(器)3/4・-M/・T(C・3)
0(λ2)の 質量 シ フ ト項 には 、硬熱 ル ープ 予 加 算法 に よ り λ3/2の 項 に寄 与す る以 外 に 、通常 どお
り0(λ2)の 項 も存在 す る。これ らは0(λ2)の 量で あ りか つ 、ボ ル ツマ ン因子e-M/Tで 抑 制 さた も
のに な る。一方 硬熱 ル ープ予 加算法 に よ り出て くる0(λ3/2)の 項 は 、ボ ル ツマ ン因子e-M/Tの 平
方 根 で抑制 され てい る事が特 徴 的で あ る。 これ ら0(λ2)の 質量 シ フ トの効 果に対 し、0(λ)か らの
寄 与 は温度 のT2に 比 例す る。 この ため0(λ)の 寄与が 最 も質量 補正 に効 く事が 分か る。 しか しな
が ら、 これ らの項 は 質量 シ フ トの項 で あ る事 には 変 わ りな い。 それ ゆえ φ粒子 のエ ネルギ ー密 度
を考 えた時 には 、これ らの 補正 は結局 ボ ル ツマ ン因 子e-M/Tに よ り抑 制 され る。
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次 にG(Pl)の 式 の右辺 の 第3項 目S(Pl)に 注 目す る。S(Pl)の 中で も特 に.4φ(Pl)に 比例 す る項
につい て考え る。付 録AのA.2節 に おけ る 、4φ(p1)の定義 に よ り、この項は次 の よ うに書 き表 せ る。
一¥五 φ(Pl)一 一/dn
,dnkdnk,(2π)3δ(・)(Pl… 圃(c・4)
X ¥[ん(1+鵡(塒2孟≒許W記+μ1菷 缶 埼辞(髭嫌
+∫P∫ κル ー(1+!P)(1+ム)(1+∫ の+(1+ノP)(1+fk)(1+fk,)一/bfκf,t
ω,n1+Ep+ωk+吻 ωM1-Ep一 ωk一 ωkt
+2(1十fp)(1十 九)fkr-fpffO(1十fiC'
ωM1-Ep一 ωk+ωk')+(1+騰 聖 誰 謀 鍔+∫ の]
大括 弧の 中の詳細 釣 り合い(DetailedBalance>の 構造は 、実 は本論 文の第4章 で計算 したr92)(p,oc)
のそれ と全 く同 じで あ る。そ こでrL2)(p,oO)に つ いての 表 式で あ る(4.11)式 を用 いて 上の式 を書
き直 す と次 の よ うに な る。
一笋 φ(P1)-!二d・two(cv,pli,
.co)(G5)
この式は正し く本文第4章 で用いた式である。 この積分 は実は発散 しているのだが 、この発 散は
S(Pl)の 中にある相殺項に より取 り除かれる。この項の一部 も0(λ2)の 質量 シフ トの効果に寄与
する。 しか しなが らこの項はそれ以外の寄与 もある。本 文第4章 で議論 した虚時間グリーン関数
と実時間の相関数の議論を用いる事でそれを見てとる事が 出来る。 この議論で虚時間グ リーン関
数の離散的な点 ωm、について解析接続をして、実軸 に近付けた ものが有限温度 中のスペ クトル関
数を与えて くれ る事 を述べた。この結果 オφ(Pl)に比例 した項か らは虚部が 出て くる事が分か る。
つま りこの項 は明 らかに質量シフ ト項ではない。実際この虚部の存在で、有限温度中のスペ クト
ル関数はデル タ関数か らブ ライトーウ ィグナー型の関数になる。また完全なブラ イトーウ ィグナーか
らもずれてい る事 により、φのエ ネルギー一密度を計算 した時に温度のべキの項 を出す。
以上で計算 した有限温度中の虚時間グ リーン関数 について まとめ ると以下の通 りになる。
F(Pl)-1-一 ω謡+[M]2(・ ・)+鷹dω 「鶏 穿)
[M・](・・)-M2+[δM2](1)+[δM2](2)+(相 殺 項),[δM・](1)一 金△望望 齧2(T》m)
[δM2](2)一¥△ 磊卿)一 一λ・/・(2π}睾 丁(iiG)3/4・-M/2T(M》T》m)
(相 殺項)一¥且3(M・)+¥△ 興x(・)+δZφ(-pl+M・)+雛+㍗ △1(C・6)
[δM2](2)の 右 辺 に現れ㌦るHxx(O)及 び △9を 、付録AのA.2節 を用 いて書 き直す と、上 の式 は正 し
く本文で用いた式になる。その際xの 質量mを 有限にしてお く。
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C.2熱 平衡状態における全系のエネルギー密度 ρ廐 の計算
この節で有限温度 中におけ る全系のエネルギ ー密度 ρ識 を計算する。本論文ではこの全系のエ
ネルギー密度を直接用いた議論 はしていない。むしろ φのエ ネルギ ー密度やxの エ ネルギー密度、
あるいは相互作用の担 うエ ネルギー密度等 、個 々のエ ネルギ ー密度について議論 を行なっている。
これらのエ ネルギ ー密度を全て足す事に より、直接全系のエ ネルギ ー密度を得 る事が 出来 る。し
か しなが ら、全系のエネルギー密度はこれ ら個 々のエ ネルギ ー密度を利用せず、熱力学の関係式
を用いる事で直接計 算す る事が出来る。実際個 々のエネルギ ー密度の計算は、複 合演算子の繰 り
込み及び有限温度中の期待値の計算等複雑な計算を得て初めて求める事が出来る。一方熱力学の
関係式から得られる全系のエ ネルギ ー密度は、虚時間法のファ イマ ン則を用いて比較 的簡単に求
め る事が出来る。そこで本節は、この後で計算する個 々のエネルギー密度の計算に対す るチ ェック
と言 う意味 も兼て、熱力学の関係式か ら全系のエ ネルギー密度の計算を行な う。具体的には虚時
間法 のファイマン則 を用いて分配関数Z(β)を 、よ り正確にはその対数を摂動的に0(λ2)ま で計
算す る。分配関数を求めた後は、以下の熱力学の関係式 を用いて ρ嶽 を計算す る。
ρ劣… 島ln[Z(β)1/V-(T-・C-t・ibuti・n)(C・7)
ここで記号 の説明 をす る。分配関 数Z(β)の 対 数 を 、(C.8)式 の よ うに各オ ーダ ーご とに分 けて
計 算 して い く。ZF(β)は0〔 λo)か らの 、つ ま り自由粒子 か らの寄 与で あ る。 またAλ(β)は0(λ)
の 、Aλ、(β)は0(λ2)か らの寄与 であ る。以 下で1n[ZF(β)]、 瓜(β)、 瓜 ・(β)を各 々計 算 して い く。
1n[z(β)]-/T)iPDx・-3・ 匝xJ-ln[ZF(β)]+(,c3v)AA(β)+(βv)AA・(β)+・(λ3) (C8)
C.2.11n[ZF(β)]の 計 算(0(λo)の 計 算)
0(λo)の 計算は 自由粒子の計算 と等価である。 自由粒子の分配関数は良 く知られた ものである
ため、ここでは計算を省 き結果のみを示す。計算結果は以下の通 りである。
InzF(β)-v/(鵄3[-k'P-ln(1-e-6E・)]+v/(谿3「 ÷ln(1-e-pwk)](c・9)
求めた自由粒子の分配関数 と熱力学 の関係式を用 いて、ρIBtの0(λo)の 寄与を計算する。結果








図C.2:Z(β)の0(λ)の ダ イア グ ラム
C22 Aλ(β)の 計 算(0(λ)の 計 算)
続いて0(λ)の 計算に移 る。0(λ)以 上の計算は虚時間法 におけるファイマ ン則を用いて計算 を
実行 してい く。0(λ)の 計算に寄与するダ イアグラムは図C.2の 通 りであ る。 このダ イアグラムを
ファイマン則 にしたが って計算をす ると以下の通 りにな る。
Aλ(β)一 一会△φ△,-itlf2△ φ一 δ咢2△x2t-1籌(誓)'/2e-M/T+(T-・)(C・11)
△φ及び △xの 定義 については付録AのA.2節 を参照 され たい。最後の行では温度Tと φ粒子、X
粒子の質量の大小関係 として、M》T》mを 仮定 した。分配関数へ の0(λ)の 補正 を計算する
事が 出来たので、これを用いて ρ識 に対す る0(λ)の 補正 を計算する。結果は以下の通 りになる。
見ての通 り0(λ)の 補正はボルツマ ン因子e-M/Tで 抑制 されている事が分か る。
ρll!-一&「 一β1籌(誓)1/2e-MIT]望 一(誓)3/2e-MIT(C・12)
C2.3Aλ ・(β)の 計 算(0い2)の 計 算)
0(λ2)の 計 算 を行 な う。0(λ2)の 計 算 に寄与す る ダ イア グラ ムを図C.3に 載せ る。この オー ダー
の計 算 は0(λ)の 計 算 と比べ 幾 分複 雑 にな る。実 際相 殺項 の み を含 むダ イアグ ラムの他 に、相 殺項
と頂点(Vertex)が 交 じった ダ イアグ ラム も出て くる。 この ダ イアグ ラム を虚 時 間法 の フ ァ イマ
ン則 を用 いて計 算す る と以 下 の通 りにな る。
AA・(β)一 誉X(β)一 蓋 △311x,(・)一 盞 △戔n。o(・)一δ誓2△ φ一δ咢2△)(一 萼 △φムピ δ1φ△易
一 穿 △戔+δ ζφ儲
3丁 昇P2△ φ(P)+δ ξx嚇 丁写 ん2△x㈹ 一(agti2)2nφ φ(・)
一(δm2







+翻 驚 蝦 こ)延〕○
図C.3=Z(β)の0(λ2)の ダ イア グ ラム
x(β)やn(o)の 定 義 に つい て は付 録AのA.2節 を参照 され た い 。 ここで(SUNSET)は 以 下 の通
りで あ る。
(SUNSET)一 誉X(β)一¥賜(M2)△1-¥小 ・)△脅 △1△薨
一(δ1φ+}1nR
x(・))(△1)2-(祭+盖n9φ(・))(△ 寔)2(G14)
0(λ2)の 計 算 式を ま とめ るに当 たって 、付 録Aで 計 算 した相殺 項 、δM2及 び δm2の 値 を用 い た。
(C.13)式 を見ての 通 り、(SUNSET)以 外 の項 はボ ル ツマン因子 に よ り抑制 され て いる。(C.13)
式の最後の行の第3項 目はHゐ に比例 している。A2節 におけるH9,の 式 より、この項はe-M/T
で抑制 されている事が分かる。一方第2項 目は △1の2乗 に比例 しているために、A2節 における
△1の 式からe-2MITで 抑制 されてい ると考えられ る。しか しなが らこの項に対しては少 し事 情が
込 み 入 ってい る。 と言 うの もこの項 はr【xxに も比 例 してお り、 この項 はmを0に す る と発 散 す る
た め であ る。 この発 散 は前 節 で議論 した よ うに 、硬熱 ル ープ 予加 算 法 に よ り取 り除か れ る。結 果
この 第2項 目は0(λ3/2)の 項 でeTM/Tで 抑 制 され た もの にな る。
次 に(SUNSET)の 項 を詳 し く解析 し 、ボ ル ツマ ン因子 に よ り抑 制 され てい るかど うか を見 る。
そ こで(SUNSET)の 中で ボ ル ツマ ン因子 に よ り抑 制 され てい る項 を落す と以 下 の通 りにな る。
(SuNSET)c・>2X(β)一¥ぺ(m・)△e-(穿+蓋n$φ(・))△ 宴・(C・15)
付録AのA.2節 におけ るX(β)の 式を見ると、X(β)は φ粒子 とX粒 子の理想気体の占有数 ん,九
で書かれている事が分か る。ん に依存する項 もまたボルツマン因子により抑制 されるている。そ





p+瑞篶 一ωk,+2q+聟 綴 ㍉ω紹+毒 冠 際 舎k,]
一>2/dnkdnk,filfkfdn,dH,,(2π)3δ(ガ+ガ+繭
x[
隅 ≡_認 隅 無 ω菖 嶺 ω_]
+¥/dHた ∫φn叫4n〆(2π)3δ(ガ+グ+葡
×[E
p+恥 当叫 柳+Ep+雄 叫+Wk,]+(T-・)(C・16)
X(β)の 計算は実は発散 している。この発散は(SUNSET)に 含まれる他の項 と相殺 し合い、(SUN-
SET)自 身は有限な量になっているはずであ る。上のX(β)の 表式を見て も分か る通 り、漏 あるい
はfAに 比例す る項 と、その積に比例する項 に分け る事が 出来る。この2つ を比べ るとfkあ るい
は以 に比例す る項の方が 、明 らかに収束性が 良 くなさそ うである。実際この 為 あ るいは 以 に比





一 詈1崛 ぺ 伽2)一¥△ 宴(・)ぺ(m2)
この項 は発 散 して い る事が 分 か り、(C.15)式 の一 部 と相殺 す る事が 見て とれ る。つ ま り発散 が取
り除かれ て い る事が 分か る。X(β)に 含 まれ る も う1つ の項 、fκ とfktの 積 に 比例 す る項 もや は り
発 散 してい るが 、この項 も(C.15)式 の残 りの項 と相殺 し合 う。その 結果(SUNSET)自 身は有 限
な量 とな る。 この計 算 を以 下で 見 る。X(β)の 一部が(C.15)式 の一部 とあ らわ に相殺 す る事 を踏








x[』9φ@疋+ω ♂+E')-n9φ@庵+ω ♂ 一砺3n9φ(2m,δ)-rr9φ(・)]
7・6×1・-6λ ・窟+・(Tl・/M・)(C・18)
最後の行の導出はmニOと して計算 した。
以上の ように(SUNSET)自 身は有限な量とな り、その寄与を計算する事が出来る。(SUNSET)
の計算の最終結果を見て分か る通 り、この項はボル ッマン因子によ り抑制されていない項 を含む。
分配関数に対す る0(λ2)の 補正 を計算 したので 、熱力学の関係式 を用いて ρ出 に対す る0(λ2)の
補正項を計算する。ボルツマン因子e-M/Tで 抑制 された項を省 き、この補正項 を書 くと以下の通
りになる。
ρlll望 一島[β 且λ・(β)]-5・3×1・-5λ ・fil+・(Tl・/M6)(C・19)
C2.4 ρ識 の計算結果
以上この小節で ρ轟 を摂動的に0(λ2)の 項 まで計算した。結果をまとめると以下の取 りになる。
但しこの結果は 、m《T《Mを 仮定 している。結果を見ての通 り0(λ2)の 計算で初めてボルツ
マ ン 因子 に よ り抑 制 され ない項 が 出て くる。ρ辯 に はボ ル ツマ ン因子e-M/Tに よ り抑 制 され る項





ρll2-5・3xlr5λ ・fil+・(T1・ μ ・) (G20)
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付 録D 複合演算子の繰 り込みと熱期待値
本文第5章 の議論で 、幾つかの複合演算子の繰 り込み、及び有限温度中の期待値 について議論 し
てきた。本付録 においてこれらの計 算の詳細について議論す る。 まず 初めに質量次元4ま でのス
カラー、及び2階 のテンソル複合演算子の繰 り込みを行な う。続いて計 算した繰 り込 まれた複合
演算子 を用いて、有限温度 中の期待値 を計算する。計算の手法は、付録Aで 述べ た虚時間法を用
いて行 な う。具体的にはこの虚時間法のファイマ ン則 を用いて 、複合演算子の繰 り込み及び熱期
待値 の計算を摂動的に0(λ2)の オーダーまで行な う。本付録の目的は 、繰 り込 まれた演算子を用
いて 〈[Hφ]〉β、〈「φ21>β、〈[φ2Dβ、〈[(▽φ)2]〉β、〈[Hint]〉β、〈[Hx]〉βを求める事であ る。また記号 とし
て レ4]は繰 り込 まれた複合演 算子Aを 表す。
D.1省 略 記号
次節で詳 し く述べ るが 、複合演算子の繰 り込みを行な うためには、混合を起 こす全ての繰 り込
まれていない複 合演算子の2点 関数 、及び4点 関数を計算する必要があ る。 また繰 り込まれ た複
合演算子の熱期待値を求めるためには 、混合を起こす全ての繰 り込 まれていない複合演算子の熱
期待値 も必要 となる。このため多 くのダ イアグラムを計 算する事にな る。しか しなが ら、これ ら
のダイアグラムを計算すると、多 くの共通する関数が出て くる。そこでこの共通する関数をこの
節であ らか じめ定義 し計算をする事で、後々の議論 を簡単にする。共通する関数の内の幾つかは 、
付録Aで 定義 し計算 した もの と同 じである。そのためこれ らの関数については 、付録AのA2節
を参照 されたい。またその他の省略記号、Ep,ωp,dHp,dnκ や上添字 β,o等 にについて もA.2
節 を参照 され たい。この節で定義す る関数は、ダ イアグラムの中に複合演算子が挿入された もの
を計算 した際 に出て くる関数である。共通す る関数を定義す る際に、同時に関数が ど うい うダ イ
アグラムに対応するかを示した図 も載せ る。図中の ⑭ は複合演算子が挿入 された部分 を表す。そ
れ以外 については全て付録AのA2節 と同じであ る。以下で これ らの関数を定義する。
・Qφ(q),Qx(q)(図D.1の[1]の ダ イア グ ラムに相 当す る)
Qφ(q)-/(鄭 丁羃 △φ幽(P-q)




左 図の ⑭ には複 合演 算子 ∂μφ∂りφが 入 り、有 図の ⑭ に は複 合演 算子 ∂μx∂uxが 入 る。





左 図の ⑭ には 複 合演算 子 φ2が 入 り、右 図の ⑭ には複 合演 算子x2が 入 る。
● 】%(β)μu,yx(β)PtU(図D.1の[3]の ダ イア グラムに相 当す る)
9ip(β)・v-/響 んT3
m磊Pμ 防 △易(P)△φ(pr)△繕 ←P-P'-k)
軌 一/d3骭3PT3諦 ・kv△z(k)A・(k')A・(P)△ φ(-k-k'-P)(D・5)
左図の ⑭ には複合演算子 ∂μφ∂μφが 入 り、右図の ⑭ には複合演算子 ∂μx∂。xが 入る。





左 図の ⑭ には複合演算子 φ2が 入 り、右図の ⑭ には複合演算子x2が 入る。
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左 図の ⑭ に は複 合演 算子 φ2が 入 り、 右 図の ⑭ には 複合演 算 子x2が 入 る。
●Qφ(q),Qx(q)(図D.1の[1]の ダ イア グ ラムに相 当す る)
卿 μ 一 儲3丁 昇Pμ 醐P)2ム φ(P-q)-Qdii(q2)δ μ+。 φ2(q2)卿
蝓 一/(錯3丁 写 嚇(k)2△ ・(k-q)-e・i(q2)δ ・・y+。 ・・(q2)q・q・(D・2)
左 図の ⑭ には複 合 演算子 ∂μφ∂yφが 入 り、右 図の ⑭ には複 合演 算 子 ∂μx∂yXが 入る。
・Tφ μ.,Txμ μ(図D.1の[2]の ダ イア グラ ムに相当 す る)
Tφ μ 一 儲 ・Tl;PPpapv△ φ(P)
/d3た
●D8(k?),D£(P?)(図D・2の 匸2]の ダ イアグ ラム に相 当す る)
DB(kl)-/讐 拳んT2馬 △φ(P)2△x(k)△φ(k†k1)




左 図の ⑭ には 複 合演 算 子 φ2が 入 り、右 図の ⑭ に は複 合 演算子x2が 入 る。





左 図の ⑭ には複合演算子 φ2が 入 り、右図の ⑭ には複合演算子x2が 入 る。
・A8(Pl)pv,AR(kl)1、 iY(図D2の[1]の ダ イ ア グ ラ ム に 相 当 す る>
A9(Pl)・・-/離 丁2黒PμP・ △φ(P)2△・脚 一P-Pl)
一 賜1(P?)δ 、u+鴫 、(pl)P1μP・v
蜘 …/儺 丁2轟 脇 △J・((k)2△φ(P)△φ(P-)





左 図の ⑭ には複合演算子 ∂μφ∂vφが 入 り、右図の ⑭ には複合演算子 ∂μx∂"xが 入る。
●B8(kl)μ",B£(Pl)μ"(図D.2の[2]の ダ イ ア グ ラ ム に 相 当 す る)
B8(kl)"v-/離2轟P・ 画(P)2△ ・㈹ △φ(k-P-k・)
T-。
-B8,(kl)δ 、"+BS,(kl)k,。k,・




左図の ⑭ には複合演算子 ∂μφ仇φが 入り、右図の ⑭ には複合演算子 ∂μx∂uxが 入る。
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・ 囎(q)μ",理(q)μy(図D.2の[3]の ダ イアグ ラム に相 当す る)
囎(q)μ 一 儲 丁昇 麟(P)2△ ・(P-q)
T-。 一 瑠1(q2)δ"v+瑠2(q2)q・q・
㌍(q)・v-/(蟾3丁 写 鵬(k)2△ φ(k-q)
T-。 一 理1(q2)ti"u+㌍ ・(q・)q・qv
(D.11)
左 図の ⑭ に は複 合 演算子 ∂μφ∂。φが 入 り、右 図の ⑭ には 複合演 算 子 ∂μx∂uxが 入 る。
●fiB(0)μu,fi呈(0)μ μ(図D.2の[4]の ダ イ ア グ ラ ム に 相 当 す る)
rtip(・)μy一 儲 ・丁羃PμP・△φ(P)2
T-。-fi3ip,(・)δ ・ u
嚇 一1(劣13丁 写 鵬(k)21
T-。-n戛 ・1隣(D・12)


































この節で次元4ま でのスカラー及び2階 のテンソル演算子の繰 り込みを行な う。本節の目的は複
合演算子 φ2、X2、 φ2×2、∂μφ∂。φ、∂μX∂yXの 繰 り込みを行な う事である。これらの複合演算子の
繰 り込みを、虚時間法のファイマン則を用いて 、摂動 的に0(λ2)の オーダーまで行 なう。但 し複
合演算子 φ2×2については0(λ)ま で行 な う。この演算子の繰 り込み は、後で有限温度中の[Hint]
の期待値 を計 算するために必要である。[Hint]=λ[φ2×2]/4で あるため 、φ2×2の繰 り込みは0(λ)
までで充分である。
複合演算子の繰 り込み自体は有限温度の計算 とは無関係である。そのため虚時間法のファイマ
ン則 を用いて計算 したものの、温度Tが0の 部分だけが必要 となる。わざわざ虚時間法の ファイ
マン則 を用いる理 由は、後で繰 り込 まれ た複合演算子 を計算する際、繰 り込みの時に用いたダ イ
アグラムと同じものを計算する事があ り、これ を利用で きるためである。
ここから複合演算子 の繰 り込みについての計算 を行 な う。良 く知 られ てい るように、複合演算
子の繰 り込みには演算子混合が現れる。例えば繰 り込 まれた質量次元4の 複合演算子は、繰 り込
まれていない質量次元4以 下の複合演 算子が混合 した もので書 き表 され る。混合は同じ対称性を
持つ演算子の 間でのみ起こる。この節では φ一→ 一φ、あるいはX-→-Xの 変換に対 し偶の演算
子のみを考 えている。
まず初めにスカラー演算子について考えてみる。本論文で与えられた模型(本 文第3章 参照)に
おいて、質量次元が4以 下の繰 り込 まれていないスカラー演算子は、以下の通 り7つ ある。
φ2,X2,φ2)～,φ4,X4,(∂ φ)2,(∂X)2 (D.13)
(∂φ)2ニ ーφ2-(▽ φ)2で あ る。本節 で繰 り込 み たい ス カラー演算 子は φ2、X2、 φ2×2で あ る。これ
らの演 算子 は 繰 り込 まれ る と、上で 述べ た7つ の 繰 り込 まれ て いな い複合 演 算 子が 混 合 した もの
にな る。
次 に テ ン ソル演 算 子 につい て考 え る。本論 文 で 用 いた模 型 にお い た 、質量 次 元が4以 下 の繰 り
込 まれて い な い2階 の 複合演 算子 は 、以下 の通 り2つ あ る。
∂μφ∂。φ,∂ μx∂。x (D.14)
この2つ の複 合演算子は、本節で計算 したい複合演算子で もある。これ らの演算子を繰 り込むと、
2つ の繰 り込 まれていない2階 のテンソル演算子 に加え、上で述べた7つ の繰 り込 まれていない
スカラー演 算子の混合した ものにな る。と言 うの もスカラー演算子に δμシを書けた ものは、正し
く2階 のテンソル演算子 として振舞 うためであ る。gμ.(ミ ンコフスキー時空の計量)で な くδμ
を用いた理 由は、虚時間法を用いて計算するためである。虚時間法を用いて温度Tを0と して計
算す る事は 、ユ ークリッド時空において計算をす る事 と等価である。
121
次 に複合演算子の繰 り込みの手順について述べ る。例 として φ2x2の 繰 り込みを考え る。上で述
べた ように φ2×2はスカラー演算子であ る。そのため繰 り込 まれ た演算子.[φ2×2]は、上で述べた
7つ の繰 り込 まれ手いないスカラー演算子の混合で書 く事が 出来る。
[φ2×2]-zllip2×2])il2+zl》2×2])X2+z舞2])φ2×2+Zlllq)2J)c2])φ4+z鮮])X4
+z讎D(∂ φ)2+z讎])(∂X)2(D・15)
各混合係数zS[φ2×2])を求める事が 、すなわち複 合演算子を繰 り込 むと言 う事である。
複合演算子の繰 り込みは大 き く分けて2つ のス ッテプ に分かれている。一つ目は繰 り込 まれた
演算子[φ2×2]を含む2点 関数、及び4点 関数を計算する事である。つ まり[φ2×2]を含むグ リーン
関数のフー リエ変換を計算す る。これ を計算す るためには、各繰 り込 まれていない複合演算子の
2点 関数、及び4点 関数について計算す る必要があ る。質量次元4ま での演算子では 、これよ り
も多点の関数を計算す る必要が ない。何故 ならば これ以上の多点関数を計算して も、全て収束す
るか らである。本節で はこの計算を虚時間法のフ ァイマ ン則を用いて計算す る。またこの計算に
おいて ・瑠 あるいはr認 ψ'ψ'と言 う表記 を用い る・これは複合演算子Ae含 むグ リーン関数の
フー リエ変換 、つ ま り2点 あ るいは4点 関数 の外 線の足 を切 った もの(amputated)を 表す 。ψ、
ψ'に は φまたは)(1が 入 る。
[φ2×2]を含 む2点 関 数 、及び4点 関数 の計 算が 終 る と、複合 演 算子 の繰 り込み の2ス テ ップ 目
には い る。 こ こでは計 算 した[ip2×2]を 含 む2点 関 数 及び4点 関 数 に 、繰 り込 み 条件 を課す 事 に よ
り各 混合 係数Z昌 φ2荊)を 計 算す る。繰 り込 み条 件 につい て は 、以 下 で行 な う具体 的 な計算 におい
て明 記す る.こ こで は例 として[φ2×2]を 含 む4点 関数p綴2D(llP・,P・,k・,k4)を 挙げ る・Pl,P・
は外線 φの 、k3,k4は 外 線Xの4次 元 運動 量で あ る。 また1は 複 合演 算子[φ2×2亅に 入って くる4
次元 運動 量で あ る.こ れ らは全 て入 って くる方 向 を正 に とってあ る.こ のp離2D(」;Pl,P・,k3,k4)
に対 し 、3次 元 運動 量が 全 て0で あ るOn-Shell条 件 を課す。式 で 書 くと以 下 の通 りであ る。
r綴2])(M,M,m,m)一 λ (D.16)
Mは φ粒子のmはx粒 子の質量である。もともとの繰 り込む前の演算子 φ2x2を 含み φφxxを 外線
に持つの4点 関数は、0(λo)の 計算では有限であ り、値は λである。このため上の条件 をOn-Shell
条件 と呼んでいる。 また以下の計算は、複合演算子から入って くる4次 元運動量 を0と して全て
の計 算を行なっている。このためr(A)に おいて 、複合演算子Aか らの運動量 を表す引数8を 省略
している。
以上が複合演算子の繰 り込みの手順である。以下で φ2、X2、 φ2×2、∂μφ∂μφ、∂μX∂uXの5つ の
複合演算子について、繰 り込みついての具体的な計算の詳細 について述べ る。
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D.2.1繰 り込 まれてい ない複 合 演 算子 を含 む2点 及び4点 関数
この節の初めで述べ たように複合演算子の繰 り込み を行な うためには、繰 り込 まれていない各
演算子の2点 及び4点 関数を計算する必要があ る。そこで この小節ではこの計 算を行な う。計算
は虚時 間法のファイマン則 を用いて行な う。各 々の計算 に寄与するダイアグラムは この節の後ろ
にに一括 して載せ る。 またこれ らのダ イアグラムを計算すると出て くる様 々な関数は、付録Aの
A2節 か 、本付録のD.1に 定義 されているので、これ を参照 されたい。4点 関数の計算では運動量
は、入って くる方向を正 としている。 また以下の計算は全て、虚時間法を用いて計算し、温度T
をOに した ものである。このため全ての2点 関数4点 関数はローレンツ変換 に対 し、共変な量と
なっている。以下に繰 り込 まれていない各演算子 φ2、X2、φ2×2、φ4、X4、(∂φ)2、(∂J)C)2、∂μφ∂レφ、
∂μX∂yXを 含む2点 及び4点 関数の計算結果を述べ る。
・φ2を 含む2点 及び4点 関数(図D.3に 対応)
輪)-2+咢H9φ(・)nR.(・)+λ2・8(pl)+δ λφH9φ(・)




φ2を 含 む2点 及び4点 関 数 の計 算は0(λ2)ま で行 な って い る。










・φ2×2を含 む2点 及び4点 関数(図D.5に 対応)
鰍2)(pl)-2ぺ+λ △3n9,(・)一 蝿(pl)(D・19)




φ2×2を 含 む2点 及び4点 関数 の計 算 は0(λ)ま で行 な ってい る。




φ4を 含 む2点 及び4点 関数 の計 算 は0(λ)ま で行 な って い る。




×4を 含 む2点 及び4点 関数の計算は0(λ)ま で行なっている。
・(∂φ)2を含 む2点 及び4点 関数(図D3に 対応)








(∂φ)2を 含 む2点 及 び4点 関 数 の 計 算 は0(λ)ま で 行 な っ て い る 。 こ の 計 算 に 寄 与 す る ダ イ
ア グ ラ ム は 、 φ2の そ れ と 同 じ で あ る 。 違 い は 複 合 演 算 子 を 通 し て 微 分 演 算 子 が 挿 入 され る
事 で あ る 。
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・(∂X)2を 含む2点 及び4点 関数(図D.4に 対応)
r募3x)2)(pi)一 λfigx(・)μ μ,囎)2)(屏)-2kl(D23)
螺2)(Pl,P2,k、,k4)-r嬲2)(P1,P2,P3,P4)-r発 叙2)(kl,k・,k3,κ4)一 ・
(∂X)2を 含 む2点 及び4点 関 数 の計算 は0(λ)ま で行 な って い る。
・ ∂μφ∂μφを含 む2点 及び4点 関 数(図D.3に 対応)
r舞 φ仇φ)(Pl)-2P1.Piu+¥H戛x(・)figφ(・)μ 。+λ2A3(P・)μ 〃+δ λφigφ(・)、v(D・24)
r簸 ・φ∂・φ)(kl)-m3to(0)μ 。+2λ2B8(kl)μ 。+δ λfi8ip(0)、 。
r黔 φ)(Pl,P2,k3,k・)-2λ2[囎(P1+k・)。 ・+瑠(Pl+k・)。 ・]
r嬲 ∂レφ)(Pl,P2,P3,P4)一 ・
r賺 φ)(kl,k2,k3.k・ ・)-2λ2[09(kl+k・),・+Og(iC1+k・)。 ・+03(kl+k4)。 ・]
∂μφ∂μφ を含 む2点 及び4点 関数 の計 算は0(λ2)ま で 行 な ってい る。
・ ∂μX∂yXを 含 む2点 及び4点 関数(図D.4に 対応)
r轟 α ∂ux)(Pl)一 λi戛,(・),u+2λ2B£(Pl)μ+δ λfi[Y,(・)μ(D25)
r毀 伽(kl)-2脇+¥n島 φ(・)fig,(・)μ。+λ2ぺ(kl),v+鴫(・)μu
r潔 レx)(Pl,P2,k3,k4)-2λ2[瑠(Pl+k・)μ ・+瑠(Pl+k4)μ]
r躑 レx)(Pl,P・,P3,P・)-2λ2[Qg(Pl+P2)。 ・+Og(Pl+P3)μ ・+Og(Pl+P4)。 ・]
r宴驪 ・x)(κ1,k2,k3,k4)-0
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ωn1,k1一
::〉〔賊:=
図D.6:φ4、X4を 含 む2点 及び4点 関数
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D.2.2混 合係 数 の計 算
前章節で繰 り込 まれていない複合演 算子を含 む2点 関数及び4点 関数を計算 した。繰 り込 まれ
た演算子は、これ らの繰 り込 まれていない演算子の混合で書かれ る。それゆえ繰 り込 まれた演算
子 を含む2点 関数及び4点 関数の計算をした事になる。 この小節では複合演算子の繰 り込みの2
ステ ップ目である混合係数の計算を行 な う。この節の最初に述べ たように、混合係数 は繰 り込 ま




複 合演算子 φ2×2の 繰 り込 み を、摂動 的 に0(λ)ま で行 な う。[Hint]=λ[φ2×2]で あるの で 、[φ2×2]
につ い て0(λ)ま で計 算 を行 なえば 、[Hint]を0(λ2)ま で計 算す る事が 出来 る。[φ2×2]は スカ ラー
演 算子 であ る。この ため[φ2×2]は 、φ2、X2、 φ2×2、φ4、X4、(∂ φ)2、(∂X)2が 混 合 した もの とな る。
[φ2×2]-Zll'P2×2])iP2+Zl駝2×2DX2+Z讎21)φ2×2+Z鱈 『)φ4+瑠2×2])X4
+z讎])(∂ φ)2+z讎])(∂X)2(D・26)
繰 り込 まれた複合演算子[φ2x2]を 含 む2点 関数及び4点 関数r[φ2x2]は 、上の表式 と、前節で計
算 した各繰 り込まれていない演算子 を含 む2点 及び4点 関数を用いて書かれる。このr[φ2x2]に 繰
り込 み条件 を課 す事 に よ 　混 合騰z([φ2x2])を 求め る事 が 出来 る・そ こで まず4点 黝r織2])、
r織2D、r鯰2])に 拿主目す る・ この4点 関数 に以 下 の よ うに糸栗り込み 条件 を言果す.
r織2])(M,M,m,皿;σ)-4,輪2D(M,M,M,M;δ)一 ・,r鯰2D(m,m,m,m;・ 一)一 ・
(D.27)
(D.26)式 と前節 の計算 を用いて 、上 の条件 式 の右辺r[φ2x2]に つ いて正確 に書 くと 、混 合係 数
Z([di2x2])に つい ての 方程 式 に なる。 これ を書 くと以 下の通 りにな る。
Z舞2D{4+16λng,(M+m,δ)}+Z81iP2x2])i2λ ・1$di(2M,δ)+Z姻)1叫x(2M,σ)-4
12λZ讎2鳳(2M,δ)+24聖2x2D-・,12λ 聯2])喘(2㎜,σ)+24Z鯉)(D・28)
この 式 を摂 動的 に0(λ)ま で 計 算す る事 に よ り、φ2×2、φ4、X4の 混 合係 数Z([φ2x2])を 求 め る事が
出来 る。結果 は以下 の通 りに な る。
z鯉 一1-4λ"9、(M+m,σ),zl!ip2x2])一 一会H戛x卿),z鱈2])一 一会n9φ(2・π,σ)
(D.29)
128
次に2欄 数r9押 、曜x2])に 注目する・この2欄 数に以下のように緲 込み条件を課す・
{r9宏2x2])(M2)∂12r蜘P2)p、-M2=1{叢 謳)㌦ll(D・3・)






この式 と、上で 課 した2点 関数 に対 す る繰 り込 み 条 件(D.3・)式 を用 いて 、zl》2x2〕)・zl》2x2])・



















φ2の 繰 り込 み
[φ2]は[φ2×2]と 同 じ くス カラー演算 子 で あ る。その ため[φ2×2]と 同様 に 、7つ の繰 り込 まれ て
いな い複 合演 算子 の混 合 した もの とな る。 計算 手順 は[φ2×2]と 全 く同 じで あ る。但 し[φ2×2]の 繰
り込 み は0(λ2)ま で 行 な う。そ こで計 算 の 詳細 は省 き、繰 り込 み 条件 と計 算の 結 果の み を書 く。
[φ2x2]の 計 算 に用 い る繰 り込 み 条件 は以 下の 通 りで あ る。

















一1一 詈 σ8(M・)一 δ1φn9φ(・)-M2z癬 一△唯1)
一一会n$φ(・)一λ2D8(m・)一 兮n易 φ(・)…2z讎 一△蟷1)-6ぺzl梁2D
-一 孫 σ8(P2)躍z縛 一 一λ・
∂12D皇(k2)k2一 ㎡
一 一λ・昭(M+m) ,zl!¢2])一 ・,z紲 一¥99(2m)
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X2の 繰 り込 み
[X2]も[φ2]、[φ2×2]と 同様 に ス カラー演 算 子 で あ り、7つ の 繰 り込 まれ て いな い複 合演 算子 の
混合 した もの とな る。計 算手順 は[φ2]、[φ2×2]と 全 く同 じであ る。[φ2]の 繰 り込 み は 、[φ2]と 同様
に0(λ2)ま で行 な う。そ のた め[X2]の 計 算 の詳細 も省 き、繰 り込 み条件 と計 算 の結果 のみ を書 く・
[x2]の 計 算 に用 い る繰 り込 み 条件 は 以 下の通 りで あ る 。





















P2-M、'z讎 一 一¥∂1・ ・£(k2)k2-m2
-一 λ・理(M+m),zaLx2】)一 一¥9曳(2M),z鮮])一 ・
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∂μφ∂"φの繰 り込 み
[∂μφ∂vφ]は2階 の テ ン ソル演 算子 の ため 、[φ2×2]や[φ2]の 場 合 と比べ て 繰 り込 み の手続 きが複
雑 に な る。 しか しなが ら繰 り込 みの手 法 は 、基 本 的 にテ ン ソル演 算 子 の時 と同 じであ る。つ ま り
1∂μφ∂μφ]を 含 む2点 関 数 及び4点 関 数 を計 算 し 、これ に繰 り込 み 条件 を課す事 で 混合 係数 を計 算
す る。[傷 φ∂。φ]は2階 の テ ンソル演 算子 ∂μφ∂。φ、∂μX∂"X、 及び φ2、X2、 φ2×2、φ4、X4、(∂ φ)2、
(∂x)2の 混 合 した もの とな る。
[∂。φ∂・φ1-z舞 講 φD∂、φ∂。φ+z!鰍xD∂ 。x∂vx
+δ 。・[zlr・ φ∂"φDφ2+z鯉 レφDx2+z灘 ∂レφ])φ2×2+zl!a・ φa'di])il4+z鮮 乱φDX4
+z讎&φ])(∂ φ)2+z灘 αφD(∂X)2](D.37)
この式用いて繰 り込 まれ た演算子[∂μφ∂"φ]を含 む2点 及び4点 関数の表式 を出し、これに繰 り
込み条件を課す。繰 り込み条件を書 き下す前に1つ 注意すべ き点がある。今スカラー演算子では
な く、テンソル演算子 を含む2点 及び4点 関数を考えている。そのためこれ らの関数は2階 のテ
ンソル構造 を持 ち、それを考慮 して繰 り込み条件を課さなければならない。






大括弧[…]で 囲まれた関数は全てローレンツ スカラー量である。 また次元解析 よりここで次元解
析 をして、これ らの関数がどのような次数で発散 しているかを調べ る。質量次元4の 複合演算了
を含 む2爛 数の齷 次元は2で ある・ この勃 ら[r$窮・φ∂レφD]
1(pl)・[r9望 ・¢a'tO])]1㈹ は2次
嫐 をしている事が分か る・ また[r99・ φ∂レφ])1
、(pil)・[r騨 φD]、(kl)は嫐 嫐 をしてい る事
が分か る。次に4点 関数について考える。続いて4点 関数について考 える。4点 関数について も






[r騨 φD]1(P1,P2,k3,k4)δ μ〃+… (D.39)
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2点 関数の 時 と同様 に、大括 弧[…]で 囲 まれ た関 数 は ロー レ ン ツ ス カラー量 で あ る。… は テ ン
ソル構造 が 運動量 を用 いて作 られた もの に相 当す る。例 えばplllplyやp1μp3vな どで あ る。4点 関
数の 次元 は0で あ る。 この ため δμ.に 比例 して い る項 のみ が 対数発 散 を してお り、他の … に 当た
る項 は収 束 してい る事が 分か る。
これ らの ・事を踏 まえて 繰 り込 み 条件 を書 き下す と以 下 の通 りに な る。
[螺 ∂〃φ])]1(砿 蜘,m;σ)一 ・,[r嬲 仇φD]1(M,M,M,M;δ)一 ・
[r蠍 安∂・φ])]1(M,M,m・m;δ)二 〇,[pg9μ φ翻φ])]1(M2)=0
[r92・卿D]、(M2)-2,[r戛 望・嚠1(m2)一 ・,圏 羣・醐)]2(m2)一 ・
∂12[r99・ φ∂・φ])]1(P2)P2-M2-・,∂1・[r野 φ])]、(iC2)k2-m2-・(D・4・)
この繰 り込み条件の式 と、繰 り込 まれた複合演算子[∂μφ∂レφ]と、繰 り込 まれていない複合演算
子 との関係を表す表式(D.37)式 、それと前節で計算 した各繰 り込 まれていない演算子の2点 及
び4点 関数の式を用いて、混合係数Z[∂・φ∂uφ]を計算す る事が出来る。計算は0(λ2)ま で行 な う。
以下にその結果を、[∂μφ∂レφ]の繰 り込みの計算結果 として書 く。
○[∂ μφ∂レφ]の計 算結 果
[・、 q6∂。φ]-z!i瀦 φD∂,φ∂・φ+z繖 醗])∂ 、x∂・x
+δ μ。[z野 φDφ2+z艶 φ∂レ'p])X2+z蹟 卿Dφ2×2+z鯉 φ])φ4+z鯉 〃φ1)X4
+z讎 仇φD(∂φ)2+z灘 ∂レφ])(∂x)2]
Z黝 φD-1一 争92(M・),z臘 φD--A2B8,(m2)
z掛 φ乱φ])一 崇91(M・)一 ㍗ 且易φ1(0)-M・z驪 仇φ])一ぺzl毀 蝉])
z轡 φ])一 一鈩$φ1(・)一 λ・B8,(m2)争9φ1(・)-m2z灘 ∂・φ])
一 △$z讎 ∂μφ]L6△ 戛zlr・φ∂uip])
z灘 乱φ])一 一ず ∂12且21(P2)
〆-Aグzl騨 φ])一一λ2∂2k2,・B8,(k2)k2=m2
Z鯉 φ])一 一λ2確1(M十m),zlla・ 協 φD-・,z鮒 φ])一 一¥。$1伽)
(D.41)
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∂μx∂vxの 繰 り込 み
[∂μx∂ux]の 繰 り込 みは[∂μφ∂。φ]の繰 り込み と全 く同 じで あ る。そ こで計 算の 詳細 を 省い て 、繰
り込み 条件 と結果 の み を示す 。
[r騨x])]1(欄,m,・n;δ)一 ・,[r綴 ∂レx])]1(M,M,M,M;δ)一 ・
[r懸 ∂・x])]1(m,叩,m;δ)一 ・,[r9鯉xD]1(M2)一 ・
[r99・xOvx])]、(M2)一 ・,[rg寔 ・x∂・x])]1(m2)一 ・,[r旻 羣・x∂・x])]、げ)-2
毒[r9紳D]1(P2)P,-M,一 ・,鼻[r£[C・ 嚠1(k2)た,一 視、一 ・(D・42)









一 一λ・B£,(M・),Z繖 踟])-1一 誉 ぺ 、(m・)
一 一会fiR,,(・)一 λ・B9,(M・)一 顎1(・)-M2z離D
一 ぺz耀 レxD-6△ 囃 ・x∂vx])
一¥ぺ1(m2)一 δ1・i戛x1(・)-m・z腱D-△ 購 押)
一 一λ・諺2B£1(P2)
,、-M2'z　 臍])一 一醤 ∂1・ぺ1(k・)k,-m,
一 一λ2㌍1(M+m),z鯉x])一 一¥。 呈1(2M) ,z榊D-・
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D.3複 合演算子の熱期待値
前 節 におい て 、複 合演 算子 φ2、X2、 φ2×2、∂μφ∂μφ、∂μX∂。Xの 繰 り込み を行 な った。本節 で は
これ らの計 算結果 を用 いて 、有 限温 度中 にお け る繰 り込 まれ た複 合演 算子 の期待 値 を計 算す る事 で
あ る。具 体 的 には 、〈[究φ]〉β、〈「咒x]〉β、〈[究翻]〉β、〈[φ2]〉β、([(▽φ)2]〉β、〈[[φ2]]〉βの以 上6つ の熱
期 待値 を 、摂 動 的 に0(λ2)ま で計 算す る。〈A>β=tr[e-fiHA]/Z(β)で あ る。φの 上 にあ る ド ッ ト
は虚 時間 に よる微分 を表 す。 また 〈院 φ]〉β、([7{x]〉β、〈[7tint]〉βは 、以下 の ように定義 され て い る。
〈圏 〉β 一 〈会[φ2x2]〉β
〈圏 〉β 一 〈-1[φ2]+1[(▽ φ)・1+誓[φ2]〉
〈[7tint]〉β 一 〈-1[戈2]+1[(▽X)・]+穿[X2]〉(D・43)
繰 り込 まれた複合演算子の計算の手川頁を、[φ2×2]を例に とって説明す る。[φ2×2]は前節で繰 り




覩 合騰z離2Dは 既に計算1斉みである諌 り込 まれた複合演算子の熱期待値 〈[di2x2]〉βは・こ
の式 よ り以下のように書かれる。
〈[φ2×2]〉β 一zl蜜2・2])〈 φ2>β+zl》2×2])〈X2>β+z廻 さ2])〈φ2×2>β+准2D〈 φ4>β+z岬)〈X4>β
+z讎 」)〈(∂φ)2>β+z離D〈(∂x)2>β(D・45)
これ より繰 り込 まれ た複合演算子の熱期待値を計算すると言 う事は、繰 り込 まれていない各複合
演算子の熱期待値を計算 し、それ を上の式の右辺の組み合わせで和 を取ると言 う事 であ る。つ ま
り繰 り込 まれ た複 合演算子の熱期待値の計算には 、繰 り込 まれていない複合演算子の熱期待値の
計算が必要である。以下でまず この繰 り込 まれていない複合演算子の熱期待値について計算する。
D.3.1繰 り込 ま れ て い な い 複 合 演 算 子 の 熱 期 待 値
この小節 で 、繰 り込 まれ た演算子 の熱期待値の計算 に必 要な 、繰 り込 まれて いない複 合演 算子の 期
待値 を計 算す る。具体的 には 、繰 り込 まれていな い複合 演 算子 の熱期待 値 〈φ2>β、〈X2>β、〈φ2×2>β、
〈φ4>β、〈X4>β〈(∂φ)2>β、((∂X)2>β 、〈∂μφ∂。φ〉β、〈∂μX∂uX>β を計 算す る。繰 り込 まれ て いな い複 合
演算 子 の熱 期待 値 は 、虚 時 間方 の フ ァ イマ ン則 を 用い て 直接 計 算す る事 が 出来 る。 この計 算 に寄
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与す るダ イアグラムを、この節の最後に一括 して載せ る。また計算結果に出て くる様 々な関数は、
この付録の初めの節力丶 付録AのA2節 を参照 されたい。.
●φ2の熱期待値(図D.7の 左図に相当する)
(φ2>β 一 △φ+会 △。Hφφ(・)+δM2Hφ φ(・)+}2yip(6)+¥△ 戔Qφ(・)
+¥△ φnφφ(・)Hx、(・)+δM・nφ φ(・)+δZφT鬚 μ+馨Hφ φ(・)△、+δ1φHφ φ(・)△φ
+(δM2)2Qφ(・)+λ δM・△xQφ(・)+λ δ尹2nφ φ(・)nx,(・)
一 △φ+舍 △妻(・)Hφφ(・)驫(β)+¥(△ 望)2Qφ(・)+¥△9n・o(・)n、,(・)
+δZφ △φ+馨 △鬘nφφ(・)+㌘ △磊Hφφ(・)+A$(M2)nφ φ(・)(D・46)
右辺 第2行 目の 導出 は 、付録Aで 計 算 した ラグ ラン字 案 の相殺 項 、δM2と δm2の 値 を用 い
た。 また 〈φ2>βの計 算 は0(λ2)ま で行 な って い る。
・X2の 熱期待 値(図D.7の 右 図 に相 当 す る)
〈)～〉β 一 △.+参 △9(・)H,、(・)+笋(β)+¥(△ 冨)・q,(・)+¥△e",、(・)Hφ φ(・)
+δZA+爭 △磊H。、(・)+穿 △{nxx(・)+ぺ(m2)"x,(・)(D・47)
(X2>β の計 算 は0(λ2)ま で行 な ってい る。
・ φ2×2の 熱期待 値(図D。8に 相 当す る)
〈φ・〉β 一 △φ△x一 λX(β)+舍 △Zn.,(・)+会 △旻nφφ(・)+δM2△ 、nφφ(・)+δm2△ φn・・(・)
一 △φ(・)△x(・)一λX(β)+会 △1△ φH、。(・)+会 △望△xHφ φ(・)(D・48)
〈φ2丿～〉βの計算は0(λ)ま で行 なってい る。
・φ4及 びX4の 熱期待値(図D.9の 左図に相当する)
〈φ4>β 一3△ 乙,〈X4>β 一3△ 戔(D・49)
〈X4>β及び 〈X4>の 計 算 は0(1)の 量だ け行 な って い る。
・(∂φ)2及 び(∂X)2の 熱期 待値(図D.7の 左 図 に相 当す る)
〈(∂φ)2>β 一 丁$,,〈(∂X)2>β 一T斐,(D・50)
(∂φ)2及 び(∂X)2の 計 算 は0(1)の 量 の み行 な ってい る。
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・(∂μφ∂yφ〉βの 熱期 待値(図D.7の 左 図 に相 当す る)
隅 φ〉β 一Tφ μ。+会 △崑fiφφ(・)μv+¥%(β)1、V+¥(△ 冥)2Qφ(・)μv
+¥△liφ φ(0)μレnxx(0)+δZφTφ μ・+爭 △{fiφφ(・)μ〃+¥t¢ △1貢φφ(・),v
-A3(M2)fiφ φ(0)
。。(D・51)
〈Ot、ip∂レφ〉βの計 算 は0(λ2)ま で 行 な ってい る 。
● 〈∂μX∂bX>β の熱 期待 値(図D.7の 右 図 に相 当す る)
〈∂μX∂uX>β 一TxμY+金 △lfi,,(・)、。蔀 〔β).u+¥(△1)2Q.(・)μ
+¥△ 無x(・)μ ・nφφ(・)+δZ伽+警 △9fi,,(・)μ・+穿 △羣fi・ (・)μv
一 ぺ(m2瓜 、(0)。u(D・52)
(∂μX∂vX>β の計 算 は0(λ2)ま で 行 な って い る。
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6・(x)・ 纛 崇+《x)+濡1
・6・{:1◎ ⊃ ・〈)1〕o・ ζ 冫+()ε(⊃+φc;o==)
もヘ
ロ　リク
+纛 ・ 藪 ・9
,')・〈靜+鑄+耄1+《 蕃)+《 譌)
、M鎌 ・C(蘓,+α1㎡ 論 ㎡+0藩+Q:〕(〉 δM2








図D.9=φ4及 びX4の 熱期待 値
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D.3.2繰 り込 まれた複合演算子の熱期待値
この小節で、繰 り込 まれた複合演算子の熱期待値 を〈[Hφ]〉β、〈[φ2]〉β、〈[φ2]〉β、〈[(▽φ)2]〉β、〈[Hint]〉β、
〈[Hx]>oを 求める。前章節では繰 り込 まれていない複合演算子の熱期待値 を計算した。この節の初
めで述べた よ うに、繰 り込 まれた複合演算子の熱期待値は、前節で計算した混合係数と、繰 り込
まれていない複 合演算子の熱期待値を用いて計 算するだけである。具体的な計算の流れは 、本文
第5章 で議論 しているので、そ ちらを参照 され たい。以下で これ らの繰 り込 まれた複合演算子の
熱期待値を計算 した際の結果を述べ る。なお以下の結果は、ボルツマン因子e-M/Tで 抑制 された
項 を落 とした項を書いている。また計算に際 し、X粒 子の質量を0と してい る。
「7'tint]のの 期 待 値
〈圏>ey-af,9b,i。 λ・fi9+・(λ ・T1・/M・) (D.53)
[究φ]の熱期待値
〈圏 〉β型69}2。 λ・景+・(λ ・T8/M・) (D.54)
[GPtx]の熱 期 待値
〈[7tx]〉β鶚 丁4+・(λ:)T4-69}2。 λ2諺 (D.55)
[φ2]、[(▽φ)2]、[φ2]の 熱期待 値
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